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SUMÃRIO 
O presente trabalho tem por finalidade a análise 
de cascas com forma geométrica arbitrária e estruturas lamina -
res pelo método dos Elementos Finitos, utilizando~se elementos 
triangulares planos com quinze e também com dezoito graus de li 
herdade. 
Inicialmente é feita uma exposição sucinta do me 
todo, ressaltando-se seu caráter variacional. Segue-se o estu-
do do elemento acima mencionado, onde são analisadas cinco o~ 
ções para formação da matriz de rigidez da estrutura. 
Elaborou-se um programa automático para um compu 
tador IBM/360 MODELO 40H em Linguagem FORTRAN IV, funcionando 
com três das cinco opções, sendo possivel a resolução de estru-
turas com no máximo 300 nós e 500 elementos. 
ABSTRACT 
The present work aims the analysis of general 
shells and folded plates by the Finite Element Method, with 
the use of a plane triangular finite element with 
and also with eighteen degrees of freedom. 
fifteen 
A brief exposition of the Method in which its 
variational characteristic is pointed, is made at the begin-
ing. 
The development of the foregoing element is 
pursued with five options for the assemblage of the 
ness matrix of the structural system. 
stiff 
An automatic program based upon this finite 
element is written in FORTRAN IV for an IBM/360 Model 40H 
computer. With this program it is possible the solution 
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O método dos Elementos Finitos constitue sem dúvi-
da o marco inicial de uma nova era na Análise Estrutural. 
Motivados pelo grande interesse despertado pores-
te método associado ao fato de que a resolução de cascas que 
não apresentam simetria de revolução constitue um notável pr~ 
blema matemático de solução analítica quase sempre impossível 
de ser obtida, e que para estruturas .laminares as teorias e-
xistentes se aplicam para formas geométricas relativamente si~ 
ples, fomos conduzido à realização deste trabalho, que trata 
da análise dos dois tipos de estruturas acima citados, pelo m~ 
todo dos elementos finitos, utilizando-se elementos triangula-
res planos. 
Dos trabalhos existentes sobre o assunto destacam-
se os de ZIENKIEWicz 1 • 3 •6 , nos quais utiliza elementos triang~ 
lares planos com quinze graus de liberdade, introduzindo na m~ 
triz de rigidez do elemento, coeficientes de rigidez correspo~ 
dentes à rotação segundo a normal a seu plano e os trabalhos 
de CLOUGH 415 , em que considera também elementos triangulares 
planos com quinze graus de liberdade, armazenando a matriz de 
rigidez em relação a um sistema local para cada no, associado 
ao plano tangente à superfície da casca naquele ponto. 
Neste trabalho apresentam-se inicialmente as idéias 
básicas do método dos elementos finitos, ressaltando seu cará-
ter variacional. Segue-se o estudo de elementos triangular.es 
planos, com quinze e dezoito graus de liberdade, obtidos da 
associação de um elemento triangular para estado plano de ten-
soes e outro para flexão de placas. Analisam-se cinco op-
çoes para formação da matriz de rigidez da estrutura. são fei 
tas também considerações sobre apoios elásticos e efeitos de 
temperatura. Paralelamente ao desenvolvimento teórico, foi e-
laborado um programa automático para um computador IBM/360 MO-
DELO 40H em linguagem FORTRAN IV, sendo possível analisares -
truturas com no máximo 300 nós e 500 elementos, funcionando 
com três das cinco opções. O programa segue uma técnica dife-
rente daquele existente na COPPE 7 , considerando nos com seis e 
também com cinco graus de liberdade. 
são apresentados os diagramas de blocos das subro-
tinas e do programa principal, exemplos de aplicações ?dife -
rentes tipos de estruturas, comparando-se a solução obtida com 
a anâlítica ou a proveniente da análise com outros tipos de e-




O MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
l.l - Introdução 
Ao apreciarmos a evolução da Teoria das Estruturas du-
rante os Últimos quinze anos, constatamos uma ampliação extraor-
dinária de horizontes. Grande parte desse desenvolvimento deve-
se ao emprego de computadores eletrônicos, já que tornaram possí 
veis a utilização de métodos numéricos que anteriormente não se-
riam concebíveis. 
A solução de um problema elástico requer a integração 
de um sistema de equações diferenciais, relacionando três espe-
ceis de grandezas - tensões, deformações e deslocamentos - defi-
nidas sobre um domínio V e limitado por uma fronteira F. Na 
maioria dos casos, a solução desse sistema por métodos analíti -
cose difícil e muitas vezes impossível de ser obtida. Dai sur-
giu a necessidade da utilização de métodos numéricos os quais P2 
dem ser subdivididos em dois tipos: 
l. Solução numérica das equaçoes diferenciais (técnica 
2. 
das diferenças finitas e integração numérica) 
2. Métodos matriciais baseados na discretização da es-
trutura em elementos. (Método das forças e método 
dos deslocamentos). 
Os métodos matriciais, sobretudo o método dos desloca-
mentos, constituem o mais poderoso instrumento da Análise Estr~ 
tural, não só pela grande facilidade da elaboração de programas 
automáticos para computadores digitais, como também permitem a 
solução de problemas que só poderiam ser resolvidos com modelos 
experimentais. 
De início estes métodos foram aplicados à teoria das 
peças lineares, por apresentarem a notável característica de se 
rem naturalmente discretas,até que no período 1954-1955, Argy-
ris em uma série de trabalhos publicados 8 generalizou estas i-
déias para o estudo da mecânica do contínuo, surgindo assim o 
Método dos Elementos Finitos. Em seguida vieram os trabalhos 
de Clough, Turner, Martin e Topp 9 publicados em 1956. Porém o 
rápido desenvolvimento do método tem dificultado a sua apresen-
tação sintética e o que hoje parece constituir uma apresentação 
perfeitamente geral é amanhã comprometido na sua reivindicação 
de generalidade por qualquer idéia nova que saia dos quadros es 
tabelecidos. 
3. 
1.2 - O Método dos Elementos Finitos - Idéias básicas 
Inicialmente deve-se obter um modelo para a estr~ 
tura real, imaginando-a subdividida em elementos que se supoe li 
gados entre si por pontos denominados nós. Assim, o domínio V 
da estrutura fica dividido em subdomínios; sendo e um elemento 
genérico, o subdominio correspondente representaremos por Ve. 
Seja 
{u} = [MJ {C} (1.1) 
o vetor que contém os deslocamentos de um ponto P E, Ve. A ma-
triz [M] cujes elementos são funções de coordenadas, define o 
campo de deslocamentos assumido e {C} é um vetor de coeficientes 
a determinar. Designando por {qe} o vetor dos deslocamentos no-
dais do elemento~ e por {q} o vetor que reune as componentes de 
deslocamentos de todos os nós da estrutura, as condições reduzi~ 
das de compatibilidade são traduzidas por meio de uma matriz 
[Ae] tal. que: 
(1.2) 
As matrizes [Ae}, fazendo-se e variar de 1 a n 
(n - número total de elementos da estrutura), definem a topolo -
gia do sistema de elementos. 




Supondo [NJ nao singular, de (l.3) resulta: 
(1. 4) 
Substituindo-se o vetor {e} obtido de (1.4) em (1.1), tem-se 
os deslocamentos no interior do elemento em função dos desloca-
mentos nodais e das coordenadas. 
(l.; 5) 
Sejam {o}, {E}, {X} e {p} os vetores que contém as 
componentes das tensões, deformações, forças de massa e forças 
atuando na fronteira do elemento, respectivamente. 
A energia de deformação do elemento10 e dada por: 
(1.6) 
Porém: 
{o} = [H] {E} ( l. 7) 





Utilizando as relações obtidas e sendo [o] o operador 
diferencial que relaciona as deformações {E} com os deslocamen 
tos {u} 
{e} = [o] {u} (1.9) 
a energia de deformação do elemento pode ser expressa por: 
(1.10) 
onde: 
[KeJ = e [NJ-1 > t cl C [o] [M]) t [HJ ( [o] [M]) dV) [N]-1 
ve (1.11) 
A matriz [Ke] e denominada matriz de rigidez do ele -
mento .. 
A energia potencial total do elemento sera dada por: 
..... -I. (1.12) 
-e -sendo F a parte da fronteira onde nao se fixam deslocamentos. 
Novamente utilizando as relações obtidas, (1.12) pode 





O vetor {Qe} é denominado de vetor das forças nodais 
equivalentes do elemento. 
Seja 11 a energia potencial total da estrutura; então, 
n 
rr = I 
e=l 
Introduzindo as condições reduzidas de compatibilidade vem: 
1T = ½ {q} t ( 
(1. 16) 
A expressao (1.16) representa a energia potencial to-
tal da estrutura,·"para o campo de deslocamentos assumido", em 
função dos deslocamentos nodais. 
O princípio da mínima energia potencial afirma que o 
verdadeiro estado de deformação de uma estrutura satisfazendo 
as condições de equilíbrio e compatibilidade é aquele para o 
7. 
qual a energia potencial total da estrutura é mínima. 
Em (1.16) as variáveis sao os deslocamentos nodais e a 
condição necessária para um extremo e que: 
= o (i = 1, ... ,m) (1. 17) 
onde qi (i = l, •.. ,m) sao os elementos do vetor {q} e m=n -·n 0 , p• g .... 
sendo np o número total de nós da estrutura e ngl o número de 
graus de liberdade por nó (suposto constante). Dai resulta um 
sistema de m equações lineares a m incógnitas que pode ser escri 
to da seguinte forma: 
[K] {q} = {Q} (1.18) 
onde: 
n 




[Ae] t {Q} = l {Qe} (1.20) 
e=l 
A matriz [K] é chamada matriz de rigidez da estrutura 
e o vetor {Q} é denominado de vetor das forças nodais equiva -
lentes da estrutura. Na prática as montagens das matrizes [K] 
e {Q} são feitas por soma das contribuições dos diversos ele -
mentos, não se utilizando as matrizes [Ae] (e = 1, ••• ,n). 
8. 
se for, 
A equaçao (1.18) permite obter os deslocamentos nodais 
fixado- um número suficiente de deslocamentos a fim de 
impedirem movimentos de corpo rígido. 
1.3 - O Método dos Elementos Finitos visto como uma forma espe-
cial do Método de Rayleigh-Ritz 
Suponha que se deseja o mínimo de um funcional J[y] 
definido em um espaço M de funções admissíveis, que por simpli-




( 1. 21) 
uma sucessao de funções linearmente independentes de M e seja 
13 Mn o subespaço de M gerado pelas n primeiras funções de 
(1. 21). Assim se Yn E' Mn, então existem n números • • " reais 
(1. 22) 
Se em vez de procurarmos um mínimo para J[yJ no espaço 
M, limitarmos ao subespaço Mn, o funcional J [y J será então 
transformado numa função J [cx1 lf1 + ••• + ex ~ J de n variáveis n,, n 
9. 
Seja y* o elemento de Mn que minimiza J[y] e µnova 
lor do mínimo. t fácil verificar que µn ~ µn+l' pois qual-
quer combinação linear de ~l' ~2 , ••• , ~n é também uma combina 
ção linear de ~l' ~2 , •.• ,~n' ~n+l" 
Seµ= Inf J[y], a convergéncia da sucessao 
y 
(1.23) 
para o valorµ é garantida pelo seguinte teorema, o qual será a 
penas enunciado: 
Teorema 1 
Se o funcional J[y] é contínuo e se a sequência 
\.P1 ,~2•···•~n•··· é completa, então 
onde 
lim µn = µ 
n-.oo 
µ = Inf J [y] 
y 
Para demonstração ver por exemplo referência 11. A 
técnica acima descrita é conhecida como o Método de Rayleigh-
Ritz. 
O Método dos Elementos Finitos pode ser visto como uma 
forma especial do Método de Rayleigh-Ritz no qual "funções lo-
10. 
cais" sao usadas para funções admissíveis do problema14 Estas 
funções são tais que se estendem sobre a região de todos os ele 
mentos ligados em um nó particular, tendo valor unitário no nó 
e zero (e se necessário derivadas nulas) nos outros nós e no 
contorno da região. Se as funções satisfazem as condições exi-
gidas pelo Teorema 1, então a solução obtida com o Método dos 
Elementos Finitos converge para a solução exata com o refina -
mento da malha. 
t importante observar que as condições do Teorema 1 
sao apenas de suficiência para a convergência. 
Em seguida serao apresentados os requisitos a que de-
vem satisfazer o campo de deslocamentos assumido, para que haja 
convergência. 
1.4 - Critérios de Convergência 
Nos métodos aproximados, a capacidade de convergência e 
a rapidez de convergência para a solução exata são de grande im-
portáncia e talvez estes métodos terão de ser julgados tendo em 
vista esses dois pontos. 
Os conceitos de erro e de convergência costumam ser 
quantificados pela noção de distáncia entre dois campos elásti -
cos, que é definida como a energia de deformação correspondente 
11. 
a sua diferença. 
Desta forma o erro de uma solução mede-se pela distân-
cia a solução exata e a convergência para a solução exata cara~ 
teriza-se pela convergência para zero da sucessão das distân-
cias15 
Para que haja convergência para a solução exata é con-
dição suficiente mas não necessária que o campo de deslocamen -
tos assumido satisfaça as condições de completidade e conformi-
dade. As condições de conformidade referem-se a compatibilida-
de de deslocamentos ao longo de um lado comum a dois elementos. 
As condições de completidade sao traduzidas pelos dois 
critérios seguintes1 
1. O campo de deslocamentos assumido deve ser tal que 
não haja deformação do elemento quando os desloca -
mentos nodais são causados por um movimento de cor-
po rígido. 
2. O campo de deslocamentos assumido deve ser tal que 
se os deslocamentos nodais são compatíveis com uma 
condição de deformação unitária constante, esta de-
formação unitária constante seja realmente obtida 
a partir do campo de deslocamentos. 
12. 
No caso de flexão de placas em que a compatibilidade 
completa não é conseguida, E.R. de Arantes e Oliveira estabele-
ceu urna condição que substitui a de conforrnidade16 • 
Se as condições de cornpletidade e conformidade sao sa-
tisfeitas, a energia potencial total tende para o valor 




No caso de convergência de elementos nao conformes es-
ta e nao monótona. 
Para finalizar esta introdução desejaríamos ressaltar 
que atualmente um dos problemas que começa ser abordado ê o da 
otimização da malha. Não se trata mais de saber se há ou nao 
13. 
convergência para a solução exata e sim acelerar esta convergê~ 
eia e estimar sua velocidade 17 . Deverão ser estabelecidas re-
gras qualitativas sobre a topologia da rede e em seguida a de-
terminação Ótima dos nós, sendo já iniciado estudos nesse senti 
do pelo Departamento de Matemática Aplicada do Laboratório Na-
cional de Engenharia Civil de Lisboa18 • 
CAPITULO II 
RESOLUÇÃO DE CASCAS E ESTRUTURAS LAMINARES 
UTILIZANDO-SE ELEMENTOS TRIANGULARES 
PLANOS 
2.1 - Introdução 
15. 
Desde o início de seu desenvolvimento, o Método 
dos Elementos Finitos apresentou-se ideal para análise de cascas, 
devido a sua grande flexibilidade no tratamento de estruturas de 
forma geométrica irregular, complexidade de carregamento, mater~ 
ais com propriedades diferentes e comportamento não linear. são 
bem conhecidas as dificuldades encontradas na resolução do sis-
tema de equações diferenciais para a solução de cascas; sao pou-
cos os problemas que podem ser resolvidos por métodos analíticos. 
Esta nova formulação permite também tratar a es -
trutura como um todo, o que vem dar ao modelo idealizado, um com 
portamente mais aproximado daquele apresentado pela estrutura 
real, como por exemplo, o estudo de uma barragem solidária com 
sua fundação. 
16. 
Uma grande variedade de elementos para cascas têm 
sido propostos. Neste trabalho serão analisados elementos trian 
gulares planos com quinze e também com dezoito graus de liberda-
de. 
Vale salientar que estes elementos podem ser usa-
dos para a resolução de estruturas laminares ("Folded Plates") e 
de placas submetidas a um carregamento transversal e outro em 
seu próprio plano. 
2.2. - Idealização estrutural 
No caso de cascas, a estrutura será aproximada 
por uma superfície poliédrica, constituída por elementos triang~ 




Fig. 2.1 Fig. 2.2 
Um nó será dito planar se todos os elementos que con-
correm naquele nó estão situados no mesmo plano; caso contrá -
rio o nó será dito não planar. 
18. 
2.3 - Sistemas de referência 
O referencial x Õ y z (figs. 2.1 e 2.2) em relação ao 
qual serao fornecidas as coordenadas dos nós da estrutura 
chamado de sistema global de referência. 
será 
Para cada elemento define-se um sistema de coordena 
das, tendo dois dos eixos situados em seu próprio plano, o qual 
sera denominado de sistema local do elemento. 
-Considere-se um elemento qualquer da superfície indica-





os vetores das coordenadas dos nós do elemento, em relação ao 
sistema global. 
O sistema local do elemento será definido pelas segui~ 
tes condições (fig. 2.3): 
l. A origem do sistema coincidindo com o nó l do ele -
mento. 
19. 
2. O eixo Ox paralelo ao lado 2-3 e sentido de 2 para 3 
3. O eixo Oz normal ao plano do elemento, tendo o mesmo 
sentido do vetor rotação correspondente à seqüência 
1, 2, 3. 
4. O triedro xOyz seja direto. 













{Xi} = yi i = 1,2,3 
zi 
os vetores das coordenadas dos nós do elemento, relativamente 
ao sistema local; então 
(2 .1) 
onde {x1} contém as coordenadas do nó 1 em relação ao sistema 
global e [L] 3x3 é uma matriz de transformação dada por: 
cos(x,x) cos(x,y) 
[L] = cos(y,x) cos(y,y) 
cos(z,x) cos(z,y) 
cos(x,z) 
cos (y, z) 
cos(z,z) 
(2.2) 
onde (x,x) representa o ângulo entre os eixos Ox e Õx etc. 
A matriz [L] pode ser escrita sob a forma: 
(2. 3) 
sendo {lx}, {ly} e {lz} os vetores que contém os cossenos di 
retores dos eixos Ox, Oy e Oz respectivamente. 
Então 
·Introduzindo-se a seguinte notação: 
i = 1,2,3 
j = 1,2,3 
onde 4 23 representa o comprimento do lado 2-3: 





onde o símbolo x indica o produto vetorial dos vetores cujas com 
ponentes são os elementos de {x32 } e {x12 } , e ó representa a 
área do triângulo 1 2 3. 
(2. 7) 
Desenvolvendo (2.6) vem: 
22. 
1 = 2D. - X • 32 (2. 8) 
Finalmente tendo em vista o fato de que o triedro xOyz 
deve ser direto, tem-se 
( 2. 9) 
O vetor obtido já possui módulo unitário uma vez que {lx} e {lz} 
são ortonormais. 
Como a matriz (t] e ortogonal, então admite sempre in-
versa sendo: 
[L]-1 = [L] t (2.10) 
Formada a matriz [L], de (2.1) e (2.10) resulta que as 
coordenadas dos nós em relação ao sistema local do elemento se-
rão dadas por: 
i = 1,2,3 (2.11) 
23. 
2.4 - Energia de Deformação do Elemento 
Considere_::s·e um elemento triangular plano sujeito simu_! 
taneamente a um estado de membrana e de flexão. Seja o elemento 
indicado na fig. 2.4 onde está representado também o sistema lo 
cal do elemento. Neste referencial tem-se 


















Fig. 2. 4 
24. 
Inicialmente consideremos o elemento sujeito a um esta-
do de membrana. Sejam {Em} e {crm} as deformações e tensões 
respectivamente, em um ponto P de coordenadas (x, y): 
A energia de deformação correspondente sera: 





( 2 .15) 
Admitindo a distribuição de tensões constante ao longo 
- m da espessura h do elemento chega-se a seguinte expressao para u 
(utilizando a Lei de Hooke e as relações entre deformações e des 
locamentos): 
m Eh Jf [I au ) 2 
u = 2(1-v2) ax 
+ 
1 lªu av) 2 ] + - ( 1-v) - + - dxdy 2 ay ax ( 2 .16) 
onde a integral se extende sobre a superfície do elemento e E e 
v sao o módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson respec-
tivamente. 
25. 
Considerando agora o mesmo elemento submetido ape-
nas a flexão, neste caso as curvaturas serão tomadas como "de-
formações unitárias" e como "tensões" os momentos por unidade 
de comprimento; então: 
{of} = {~ 1'\, ~y} 
{é/} = {c c c } = - a
2w a 2w ª2 w {- 2--
XX yy xy ax 2 ay2 
axay 
A energia de deformação a flexão sera: 





( 2 .19) 
onde a integral se estende sobre a área do elemento. Substituin 
do em (2.19) e 
f 19 {e:} tem-se : 
f _ 1 JJ l (a 2 w a2 w) 2 U - - D -- + --
2 ax2 ay2 
- ( a~:; r ] } dxdy (2.20) 
sendo D = 
No caso do elemento estar submetido simultaneamente 
a estado de membrana e flexão, deve-se considerar dois casos pa-
26. 
ra o cálculo da energia de deformação u19 • 2º: 
Caso 1: nao considerar a deformação do plano médio do elemento, 
devido aos esforços de flexão. Neste caso a energia de 
deformação U será: 
(2. 21) 
com~ e uf dados em (2.16) e (2.20) respectivame~ 
te. 
Caso 2: Considerar a deformação do plano médio do elemento, de-
vido aos esforços de flexão. Então a energia de defor-




com um definido como em 2.16, e sendo: 
e: • ôv' + = ãy y 
êlu' 
Y~y = ãy 
N~ = oxh 
Ny = oyh 
Nxy= ~~yh 
1 1 :;) 2 2 
êlv' + êlw êlw + --êlx êlx êly 
onde ºx' ºy e ºxy sao 






u' , v' e w - componentes do pequeno deslocamento que um ponto 
~da superficie média da placa experimenta durante a flexão.Então: 
,. 
U*m =f J [N ~ + N av' N. pu• av' ) ] ~ + + ax dxdy + ' X ax y xy ay 
+ ½ J J [Nx 1 ~: )2 + N 1awr + 2N aw ~;J dxdy + ~ Y ay xy ax 
(2.26) 
onde a integral se estende sobre a área do elemento. Neste caso 
tem-se um problema não linear e nas considerações que se seguem 
será analisado apenas o caso 1. 
2.5 - Formação da matriz de rigidez do elemento 
O campo de deslocamento assumido sera definido por2 : 
28. 
onde (,1 , , 2 , ~3 ) sao as coordenadas naturais de um ponto genéri-
co P; representando por 61 , 62 e 63 as áreas dos triângulos in-
dicados na fig. 2.5 e por 6 a area total do triângulo, as coorde-
nadas naturais do ponto P serão definidas por: 
(2.28) 
Fig. 2.5 
Seguindo o processo descrito no capítulo anterior,a-
través de (1.11) obtém-se a matriz de rigidez do elemento. 
Entretanto e mais simples se obter independentemente 
às matrizes de ridigez [km] e [kf] para os estados de membrana 
e flexão respectivamente e depois formar a matriz de rigidez do e 
lemento para os dois estados atuando simultaneamente. 
29. 
Obtidas [km] e [kf] pode-se escrever: 
{::t [k~l] [k~2J [k~3] { ~f 1 
l ::}, = [k;lJ [k;2J [k;3J {:f 2 (2.29) 
{:j, [k~l] [k~2J [k~3] {:}, 
Fz w 
M [ki1J [ki2J [ki3J 0 X X 
My 1 
0 1 y 
Fz w 
M [k~l] [k~2] [k~3] 0 (2.30) X = X 
F 2 
0 2 y y 
F w z 
M [k~l] [k~2] [k~3] 0 X X 
My 3 0 y 3 
sendo 1::t e Fz (i=l,2,3) as forças nodais e-M X 
M i y 
30. 
quivalentes do elemento. 
A matriz de rigidez [ke] do elemento, correspondente 
aos deslocamentos nodais dados em (2.12) será formada segundo o 
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2.6 - Transformação da matriz de rigidez do elemento 
Sejam {qi} (i=l,2,3) os vetores dos deslocamentos 
nodais do elemento. Sendo [ke] a matriz de rigidez e {Qi} ••• 
(i=l,2,3) os vetores das forças nodais equivalentes, então: 
= 
[kll] [k12J [k13J 
[k21J [k22J [k23] 
[k31J [k32J [k33] 
(2.31) 
Muitas vezes é conveniente exprimir os deslocamen-
tos de um dado nó, por exemplo, nó 2, em relação a outro siste-
ma de referência. 
Seja {q
2
} o vetor que contém os novos deslocamen-
tos e [L2] a matriz que os relaciona com {q2 }; isto é: 
(2.32) 
Sendo [L2] uma matriz rotação, então [L2]-
1= [L2]t 
e de (2.32) resulta que: 
(2.33) 
tendo em vista (2.33), a equaçao matricial (2.31) permite escré 
ver: 
32. 
. {Ql} = [k11J {ql} + [k12J [L2] t {q2} + [k13J {q3} 
{Q2} = [k21J {ql} + [k22J [L2] t. {q2} + [k23J {q3} 
{Q3} = [k31] {ql} + [k32J [L2]t {q2} + [k33] {q3} 
(2. 34) 
Pré-multiplicando ambos os membros da segunda equa-





{Õ2 } representa o vetor das forças nodais equivalentes do nó 2, 
em relação ao novo referencial. Substituindo-se a segunda equa-
ção de (2.34) pela equação (2.35) que lhe é equivalente resulta: 
33. 
{Ql} [k11J [kl2] [L2] t [k13J {ql} 
{Õ2} = [L2] [k21] [L2] [k22J [L2] t [L2] [k23j {q2} 
{Q3} [k31] [k32] [L2] t [k33] {q3} 
(2.37) 
Obtém-se assim a matriz de rigidez e o vetor das fo~ 









pode-se generalizar (2.37). 
Assim a matriz de rigidez [ke]relativa aos desloca-
mentos {qi} (i=l,2,3) será: 
[Ll] rk11l fL1lt rL1l fk12l rL2lt fL1l fk13l fL3lt 
[L2] [k21] [Ll] t [L2] [k22] [L2] t [L2] [k23] [L3] t 




[i?e] = [MT J [ Ke] [ ~'.!TJ t (2.40) 
sendo: 
[kll] [k12J [k13J 
[Ke] = [k21J [k22J [k23J 
e 
[k31J [k32J [k33] 
[L1] [o] [o] 
[MT] = [o] [L2] [o] 
~ 
[o] [o] [L~ 
O vetor das forças nodais equivalentes do elemento 
em relação ao novo referencial pode ser obtido facilmente: 
{Qe} = [MT] {Qe} 
onde: {<\} {Ql} 
{Qe} = {Q2} e {Qe} = {Q2} (2.41) 
{Q3} .{Q3} 
35. 
2.7 - Formação da matriz de rigidez da estrutura 
Obtida a matriz de rigidez relativamente ao sistema 
local do elemento, a próxima etapa será formar a matriz de rigi-
dez da estrutura. 
Exprimindo-se os deslocamentos nodais em relação ao 
sistema global, um nó genérico iterá seis deslocamentos, sendo 
três translações (u, v, w) e três rotações (0x, 0y' 0z). Como 
no sistema local do elemento tem-se apenas cinco deslocamentos 
por nó, considera-se o sexto deslocamento 0z ·, introduzindo-se na 
matriz de rigidez do elemento, linhas e colunas de zeros, nas 
posições indicadas pelas setas na fig. 2.6. No vetor das for-
ças nodais equivalentes deverão também ser acrescentados elemen-
tos nulos correspondentes ao "sexto grau de liberdade". Atra-
yes de (2.40) se obtém a matriz de rigidez do elemento em rela -
çao ao sistema global de referência. 
Entretanto, o procedimento acima descrito conduz a 
singularidade na matriz de rigidez da estrutura no caso de exis-
tirem nós planares 1 •3 •6 , isto devido ao fato de se atribuir rig~ 
dez nula na direção normal 0z. Se as equações de equilíbrio de 
um nó planar são obtidas em relação a um sistema local de refe -
rência, tem-se seis equações das quais a Última (correspondente 
a rotação segundo a normal ao plano do elemento) é da forma O=O. 
36. 
Cinco alternativas serao apresentadas para contor-
nar o problema. 
Primeira Opção 
Exprimir os deslocamentos dos nós planares em re-
lação a um sistema de coordenadas local e eliminar a equação 
O=O. No caso dos nós não planare~ os deslocamentos serao ex-
pressos em relação ao sistema global de referência. 
Para cada elemento calcula-se a matriz de rigidez 
em relação ao sistema local. Sendo i um nó não planar e repre-
sentando por {qi} os deslocamentos desse nó em relação ao sis-
tema local do elemento e por {qi} os deslocamentos em relação 
ao sistema global, a matriz de transformação [L.] do sistema lo 
l. 












No caso do no i ser planar, os deslocamentos 
desse no serão expressos em relação a um sistema "local''.. 
A escolha desse sistema é arbitrária, devendo apenas satisfazer 
a condição de que dois de seus eixos estejam no plano dos ele -
mentes. No presente trabalho ele será definido pelas seguintes 
condições: 
1. A origem coincidindo com o nó i 
2. Seus eixos O*x*, O*y* e O*z* deverão ser par~ 
lelos respectivamente aos eixos õx, Õy e Õz do 
sistema local do elemento de menor número que 
concorre no nó considerado (fig. 2.7). 
O sistema acima definido será denominado de "sis-








N - elemento do qual se calcula a matriz de rigidez 
J elemento de menor número que concorre no nó i 
Sejam 
x2 x3 
{x2} = Y2 e {x3} = Y3 
z2 Z3 
os vetores das coordenadas dos nós 2 e 3 do elemento J respecti-
vamente, em relação ao referencial xOyz (os nós 2 e 3 definem o 
eixo õx do sistema local do elemento J) e seja s 32 o comprimento 
do lado 2-3 desse elemento. Supõe-se que todos os elementos se-
jam numerados no mesmo sentido (horário ou anti-horário) 
Se {qi} é definido como anteriormente e {qf} sao 
os deslocamentos do nó i em relação ao sistema x*O*y*z*, tem-se: 




[Li] = (2. 46) 
[o] [L] 
39. 
x32 Y32 o 
SJ2 SJ2 
[L] Y32 
X32 o (2.47) = 
s32 s32 
o o 1 
onde 
Com este procedimento.obtém-se as matrizes de trans 
formação [L
1
], [L2] e [L3
], correspondentes aos nós 1, 2 e 3 do 
ele~ento N. Através de (2.40) e (2.41) tem-se a matriz de rigi -
dez e o vetor das forças nodais equivalentes do elemento em rela 
çao aos novos deslocamentos. Segue-se a eliminação das linhas 
e colunas associadas ao "sexto grau de liberdade (0z)", somente 
para os nós planares. oaI,a matriz de rigidez do elemento pode-
ra ser do tipo 15 x 15, 16 x 16, 17 x 17 ou 18 x 18, conforme es 
te tenha os três nós planares, dois nós planares, apenas um no 
planar ou nenhum nó planar respectivamente. Esta técnica conduz 
- 1 a dificuldades de programaçao. 
Segunda opçao 
Exprimir os deslocamentos dos nós planares em rela-




O= O por K
0
'. 0 = O, sendo 





números arbitrários nao 
conduz aos mesmos resultados 
que o descrito anteriormente, porém apresenta as seguintes desvan 
tagens: maior número de equaçoes, sobretudo nas estruturas prism~ 
ticas laminares, onde o número de nós planares é grande e maior 
largura de banda, pois todos os nós terão seis graus de liberdade. 
Terceira Opção 
Em vez de se introduzir linhas e colunas de zeros, 
considera-se para todos os elementos, quer seus nós sejam plana -
res ou não, rigidez a rotação segundo a normal ao plano do elemen 
to. Assim,se i, j e k são os nós do elemento, uma rotação 0. no 
zi 
nó i, dá origem a momentos Mz em seus nós, nao produzindo nenhuma 
outra reaçao. 
Para assegurar o equilíbrio, a soma dos momentos de 
vera ser nula e arbitrariamente eles são escolhidos proporcionais 
ao produto do módulo de elasticidade E, espessura h e área fi do 
elemento. A rigidez a rotação então pode ser expressa como
1
• 316 : 
41. 
M 1 -0.5 -0.5 
zi 
M aEhll -0.5 1 -0.5 zj = 
M -0.5 -0.5 1 zk 
(2.48) 
onde a é um coeficiente a ser determinado. O efeito desta rota-
ção foi analisado numericamente. Para isto considerou-se uma 
casca cilíndrica apoiada em diafragmas, sujeita apenas ao peso 
prórpio (fig.2.9). Utilizando uma malha 7 x 9 (80 nós) foram 
determinadas as deflexões na secção média y = O para diferentes 
1 - d 1 - 1~ . 24 va ores do parametro a, comparan o-se com aso uçao ana itica 









1 40 º/ 
,---., R =. 7 .62m 
1 / 








\) = o (coeficiente de Poisson) 
E = 2,100,ôoot/m 2 (módulo de elasticidade) 
y = 5,78t/m 3 (peso específico) 
h = 0.0762m (espessura) 
-z 
Fig. 2.10: Deflexões na seçao média 
ref 24 (solução analítica) 
---------- a= 0.03 
a = 1. 00 







De flexões em Deflexões em 
A B 
solução exata 0.01300 -0.09300 
a = 1. 0000 0.00639 -0.06692 
a = 0.0300 0.01088 -0.09047 
a = 0.0001 0.01122 -0.09254 
Tabela 2 .1 
Conforme se pode concluir da tabela 2.1, valores p~ 





Considerar todos os nós com cinco graus de liberda-
A fim de eliminar o "sexto grau de liberdade" é necessá-
rio considerar para cada nó, um sistema local associado com o 
plano tangente à superfície da casca naquele ponto, o quai será 
denominado de "sistema local tangente". Seja i um no genérico; 
uma maneira simples de se resolver este problema é tomar como 
normal à casca em i, a normal média associada aos elementos que 
concorrem no nó considerado. Assim os cossenos diretores de nor 
mal em i serão a média aritmética dos cossenos diretores das nor 
mais aos diversos elementos que concorrem nesse nó. Com isto fi 
ca definido um dos eixos, o eixo O*z* por exemplo, e seja {l;} o 
44. 
vetor dos cossenos diretores desse eixo em relação ao sistema de 
referência global. Assim: 
(2.49) 
com ª2 + 82 + y2 = l 
O eixo O*x* será tomado perpendicular ao eixo O*z* 
e paralelo ao plano xOy; seja {l~} o vetor dos cossenos direto 
res desse eixo em relação ao sistema global: 
(2.50) 
Daí obtém-se um sistema de equaçoes tendo a e b co-
mo incógnitas: 
19 caso: 
+ b 2 = l 
+ 8b = O 
Serão considerados três casos: 
(2.51) 
a~ O, isto é, o eixo O*z* nao é normal ao eixo Ox. 
Então de (2.51) resulta: 
45. 
Na figura 2.11 se ve que existem duas possibilida-
des para o eixo O*x*, satisfazendo as condições impostas (daí 
as duas soluções do sistema de equações (2.51)). 
O sentido de O*x* será escolhido de modo que o ân-
gulo 0 entre os eixos O*x* e OX pertença ao intervalo [o, rr/2] . 
Assim, se: 
29 caso: 
S/a > o s-y ª2 então a= 
ã a2+ 62 
6/a < O então a= 
e b = --V ª~ 2 
.... r;r-
= V~ 
S = O então a= O e b = 1 (poderia ser b = -1) 
(2.52) 
a= O e S ~ O; isto é, o eixo O*z* é normal 
eixo Õx não sendo normal ao eixo oy 
De (2.51) resulta: 




se optando pela solução: 
b=O e a=l (2.53) 
o que equivale a tomar O*x* paralelo e de mesmo sentido a Ox. 
39 caso: a= O e S = O, isto é, o eixo O*z* é normal ao pl~ 
no xOy. Neste caso o sistema (2.51) apresenta uma 
infinidade de soluções, sendo escolhida a solução: 
a = 1 e b = O (2.54) 
o que equivale a se tomar o sistema local do nó paralelo ao sis-
tema global. 
Nos três casos o eixo O*y* sera tal que o triedro 
x*O*y*z* seja direto. 
z 
y 
x Fig. 2.11 
Definido o sistema local do nó, com {l*} {l*} 
X ' y 
47. 
e 
{l~} é formada a matriz de transformação [Lf) do sistema local 
do nó para o sistema global. Assim: 
(2.55) 
Então,para um dado elemento e obtem-se as matri -
zes de transformação [Lf] , [L~] e [L!] para os seus três nós. 
Representando por {qi} (i=l,2,3) o vetor que contém os desloca-
mentos do nó i em relação ao sistema local do elemento, de ..•. 
(2. 43) tem-se: 
(2.56) 
Como [Lf] (i=l,2,3) e uma matriz ortogonal, de (2.55) e de 
(2.56) resulta: 
(2.57) 
Utilizando (2.40) e (2.41) obtém-se a matriz de 
rigidez e o vetor das forças nodais equivalentes em relação aos 
novos deslocamentos. 
Quinta Opção 
Utilizar um elemento mais refinado para represen 
taro comportamento de membrana e que inclua entre os desloca -
48. 
mentos nodais, uma rotação segundo a normal ao plano do elemento. 
Para representar o comportamento de membrana, consi-
dera-se um elemento com quatro pontos nodais e vinte graus de li-
herdade. 




Para o ponto nodal i (i=l,2,3) os deslocamentos nodais 
• 
1 
= {u v (u + vv ) (v + vu ) (u + v,x>-2 <v,x ,x ,y ,y ,x ,y 
- u ) } . , y l. 
i = 4 
{q:} = {u v} 4 
õu õu u = õx u = õy ,x ,y 











V = õy ,y 
49. 
O comportamento a flexão sera representado por um e 
lemento com nove graus de liberdade. Para o ponto nodal i (i = 
= 1,2,3) os deslocamentos nodais são: 
{w 0 0 }. 
X y l. (2.59) 
Associando-se estes dois elementos obtém-se a ma-
triz de rigidez [ke] (29 x 29), relativamente aos parâmetros. 
{u v (u +vv ) (v +vu ) (u +v )-
2
1 (v -u )w 0 0 }. 
, X , y , y , X I y ,X I X , y X y l. 
e {u,v} 4 i=l,2,3 
(2.60) 
Entre os deslocamentos nodais está incluida a rota-
1 çao 0z segundo a normal ao plano do elemento (0z = -(v -u )). 2 ,x ,y 
Permutando-se convenientemente as colunas da matriz de rigidez 
[ke]e as linhas do vetor dos deslocamentos nodais {qe} e do 












{q'} contém os deslocamentos: 1 
(u V W 0 
X 
0 y 0 ) . z l. i=l,2,3 






' {Q1 } e {Q2} sao os vetores das forças nodais equivalentes, ass~ 
ciados aos deslocamentos nodais {q~} e {q~} respectivamente. 
Procede-se então a uma condensação da matriz de ri-
gidez [ke] a fim de eliminar os deslocamentos descritos em (2.63). 
A equaçao (2.61) e equivalente a: 
[k11J {q~} + [k12J {q2} 
[k21J{ql} + [k22J{q;} 
(2.64) 
Explicitando na segunda equaçao de (2.64) o vetor 
{q2} e introduzindo-se na primeira equação, resulta: 
( [k11J - [k12J [k22J-l [k21J ){q{} = 
= ({Q~} - [k12J [k22J-l {Q~}) (2.65) 
51. 
ou [kc] {q~} = {Qc} (2.66) 
onde 
[kc] = [k11J - [k12J [k22J -l [k21J 
{Qc} 1 - [k12J [k22J-l {Q~} = {Ql} 
Com isto tem-se a matriz de rigidez condensada [kcJ 
(18 x 18), relativamente aos deslocamentos nodais descritos em 
(2 .62). 
Assim o problema do sexto grau de liberdade fica e-
liminado e facilmente se obtém a matriz de rigidez do elemento 
em relação ao sistema global. 
A obtenção da matriz de rigidez em relação aos des 
locamentos nodais dados em (2.58), pode ser feita de forma indi-
reta, obtendo-se inicialmente a matriz de rigidez com relação 
aos deslocamentos nodais 
2 do por: 
{qi} = {u v u,x v,x u,y v,y}i 
{q4} ={u v}4 
i=l,2,3 
(2 .67) 





U = ClSl + C2s2 + C3S3 + C4s1s2 + C5S2S3 + 
+ c6s1s3 + c7(s1si - sis2> + 
+ ca(s2sj - s2s3> + c9(s3s1 - sjs1> + 
+ c1os1s2s3 
V= CllSl + Cl2S2 + C13S3 + Cl4SlS2 + 
+ C15S2S3 + Cl6SlS2 + C17<s1s2 - sis2) + 
+ c1a's2s3 - s2s3l + c19<s3si - sjs1> + 
+ c2os1 s2s3 (2.68) 
Obtida a matriz de rigidez [k~] e o vetor das for-
equivalentes {Qm} com relação aos deslocamentos no -1 
em (2.67), a matriz de rigidez [km] e vetor das for-
equivalentes {Qm} com relação aos deslocamentos no-
dais descritos em (2.58) serão respectivamente: 
[kmJ = ([L]-l)t [k~] [L]-1 
{Qm} = ( [L] -1) t {Q~} 
(2.69) 
(2.70) 
sendo [L] a matriz que relaciona os deslocamentos dados em •••. 
(2.58) e em (2.67). A matriz [L]-l pode ser escrita como: 
5 3. 
[L*]-1 [01] [011 [03] 
[01] [L*j-1 [011 [03] 
[L]-1 = (2.71) 
[01] [01] [L*]-1 [03} 
Lo 2J [02] [02] [12] 
onde 
[011 - matriz nula 6 X 6 
[02] - matriz nula 2 X 6 
[03] - matriz nula 6 X 2 
[r2] - matriz identidade de segunda ordem 
1 o o o o o 
o 1 o o o o 
[L*]-1 o o 1 
\) o o 
= l-v 2 1-\!2 
(2.72) 
o o o o 0.5 1 
o o o o 0.5 -1 
o o \) 1 o o - --
1-\!2 1-\!2 
2.8 - Forças nodais equivalentes 
No caso de cascas, os estados de carregamento de 
maior interesse prático são: peso próprio, carregamento normal à 
superfície do elemento e linearmente variável (pressão) e varia-
54. 
çao de temperatura. Os dois primeiros casos nao oferecem nenhu-
ma dificuldade em se obter o vetor das forças nodais equivalen -
tes (ver Apêndice B). Serão feitas algumas considerações com re 
lação ao terceiro caso. 
Quando foi deduzida a expressao da energia potenci-
al total, nao se considerou a parcela correspondente à variação 
de temperatura. No caso em que esta exista, o vetor das forças 
nodais equivalentes do elemento dado em (1.14) passara a ser: 
+1 [M] t {p} dF 
r 
( 2. 70) 
onde {aR} é o vetor que contém as tensões que surgem no elemen-
to em consequência das deformações provenientes da variação de 
temperatura, admitindo-se que este tenha seus nós livres de se 
deslocarem. 
Seja então um elemento triangular plano, submetido 
a uma variação linear de temperatura através de sua espessura,s~ 






espessura do elemento 
variação de temperatur·a da face inferior (z= -h/2) 
variação de temperatura da face superior (z= h/2) 
coeficiente de dilatação térmica 
módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson res 
pectivamente 
área do elemento 
O problema será decomposto em dois: inicialmente se 
ja o elemento submetido a uma variação de temperatura 
llt = 
(fig. 2.12); em consequência surgirão tensões que serao dadas 
por: 
a llt 1 
X E Clt(lltl + llt2> 
{crR} = a llt = 2(1 - v) 1 (2. 71) y 
.llt 
.:; xy o 
Utilizando (2.70), chega-se ao vetor das forças no-
dais equivalentes {Qm} correspondente à variação de temperatura 




E ªth (lltl + llt2) Y31 {Qm} = 2(1 - V) (2. 72) xl3 
Y12 
x21 
sendo X •. = x. - x. 
{: 
= 1, 2' 3 l.J l. J 
yij = yi - yj = 1, 2, 3 
No caso do elemento com vinte graus de liberdade, o 
vetor das forças nodais equivalentes, com relação aos deslocamen 
tos nodais dados em (2.67) será: 
E cxth(lltl + llt2) 
24 (1 - \/) 
6Y23 
6x32 





Y21x12 + Y13X13 
6Y31 
6xl3 





yl2xl2 + Y23X32 
6yl2 
6x21 









Fig. 2 .12 
Seja agora o elemento sujeito a uma variação linear 
de temperatura através de 
litl - tit2 
(fig. 2 .12). 
2 
sua espessura, entre -
titl - lit2 
2 
e 
Tem-se assim o elemento submetido a ·,um estado de 
flexão. Os momentos fletores correspondentes à deformação térmi 





2 (litl - lit2l 
1 (2. 74) = y 24(1 - \!) 
,;t o xy 
59. 
O vetor das forças nodais equivalentes {Qf} com relação aos des 
locamentos nodais utilizados na equação (2.30) será: 
onde: 
teriormente 
2881i (1 - v) 
2(-2a
1 















x .. e y .. (i = 1,2,3, j = 1,2,3) definidos como an-
J.J l.J 
Com {Qm} e {Qf}, obtem-se o vetor das forças nodais equivalentes 
do elemento, com relação aos deslocamentos descritos em 2.12, pa 
60. 
ra uma variação de temperatura ót2 da face superior e ót1 da fa-
ce inferior. 
2.9 - Cálculo das tensões 
Obtidos os deslocamentos dos nos da estrutura, por 
meio de uma transformação, tem-se os deslocamentos em relação ao 
sistema local do elemento. 
Conhecidos ui e 
- m m ~m 
lo das tensoes ªx, ªy e xy 
oferece nenhuma dificuldade1 • 
vi (i = 1,2,3) (fig. 2.13) o cálc~ 
(constantes para cada elemento)não 
Com os deslocamentos wl.. , 0 0 
xi' Yi 
(i = 1,2,3) (fig. 2.13) obtém-se os momentos M' x. , 
]. 
(i = 1,2,3) nos nós do elemento. 
Como torna-se difícil obter os momentos nos nós da 
estrutura pois em geral estes sao nao planares, uma solução do 
problema consiste em calcular a média aritmética dos momentos 
nos nós do elemento, e atribuir este valor ao seu centro de gra-
vidade. 
Representando por M~, MY e Mxy os momentos no cen-
















+ ~ .)/3 
3 
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3 u, 8x, 
Considerando como positivos os momentos indicados na 
figura 2.14, as tensões finais atribuidas nos centros de gravida-
de das faces superior e inferior do elemento serão dadas por: 




= g~ + 6 X 
h2 
62. 
cri = crm + 
6My 







Face inferior: z = -h/2 
6M 
crm (12 = X 
X X h2 
cr 2 m 
6My 
= cr y y h2 
6M 









y ' M , 
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M M>- - - -xy: -·--·-- ---
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2.10 - Apoios Elásticos 
Muitas vezes as cascas sao apoiadas sobre outras e~ 
truturas deformáveis. Se for conhecido o comportamento dessas 
estruturas para forças ou deslocamentos unitários, pode-se faci! 
mente introduzir no cálculo da casca o efeito da deformabilidade 
dos apoios. 
No caso por exemplo de cascas apoiadas sobre fun-
dações tridimensionais, como é o caso das barragens abóbadas, a 







; por meio destes coeficientes é pos-
sível obter-se deslocamentos e rotações no centro de uma área re 
tangular solicitada·por forças ou momentos uniformemente distri-
buidos sobre a área ou ao longo do maior lado. No caso geral da 
superfície de intersecção da casca com a fundação não ser de for 
ma retangular, define-se um retângulo equivalente de igual área. 
Assim é formada a matriz de flexibilidade da funda-
çao para a secção considerada da superfície de inserção da casca. 
Por inversão da matriz de flexibilidade, obtém-se a matriz de ri 
gidez, cujos elementos introduzidos convenientemente na matriz 
de rigidez da estrutura, permitem levar em consideração a defor-
mabilidade da fundação. 
64. 
Outra técnica utilizada (conhecida como artifício de 
Vogt) consiste em prolongar a estrutura para o interior da funda-
ção de forma tal que a deformabilidade desse acréscimo da estrutu 
ra reproduza a deformabilidade da fundação. Trata-se de uma téc-
nica difícil e apresenta o incoveniente de aumentar o número de 
nós e elementos da estrutura. Não serão feitas considerações 
mais detalhadas sobre o assunto e caso haja interesse em se cons~ 
derar apoios elásticos, a estruturação do programa elaborado é 
tal que permite facilmente a sua inclusão. 
2.11 - Convergência 
o elemento em estudo é nao conforme e a convergência 
para a solução exata do problema só pode ser demonstrada "experi-
mentalmente". 
É intuitivo que com o refinamento da malha os erros 
devido a aproximação da superfície média da casca por uma superfr 
cie poliédrica e devido a não conformidade, tendem para zero. 
Foi analisada uma casca cilíndrica apoiada em dia-
fragmas sujeita apenas ao peso próprio (fig. 2.9), utilizando- se 
três malhas diferentes e comparando-se os resultados obtidos com 
- ~ . 24 a soluçao anal1t1ca . 
65. 
Para formação da matriz de rigidez seguiu-se o pro-
cedimento descrito na terceira opção de 2.7. Na figura 2.15 são 
apresentadas as deflexões na seção · média y = O, onde se pode 
observar a convergência para a "solução exata" com o refinamento 
da malha. Na tabela 2.2 sao apresentados os valores das defle -
xões dos pontos A e B da referida estrutura para as malhas estu-
dadas. 
z 
' ' ........ 
Convenções: 
ref. 24 
-A-malha 3 X 5 
·--....l..., malha 5 X 7 
- - - - - malha 7 X 9 
Fig. 2 .15 
Deflexões na seção média y = O 





Deflexão em Deflexão em 
A w(A) B w(B) 
Malha 3 X 5 -0.00228 -0.05577 
Malha 5 X 7 0.00589 -0.07298 
!oialha 7 X 9 0.01372 -0.08824 





3.1 - Considerações gerais sobre o programa elaborado 
Foi elaborado um programa automático para um compu-
tador IBM/360 MODELO 40H em linguagem FORTRAN IV, funcionando 
com três opções para a formação da matriz de rigidez da estrutu-
ra e seguindo uma técnica diferente.daquele existente na 
de autoria do Professor AlcebÍades Vasconcellos Filho7 • 
COPPE 
Trata-se de um programa de grande capacidade, perm!_ 
tindo a análise de cascas e estruturas ·laminares, com no máximo 
300 nós e 500 elementos. 
3.2 - Subrotinas que compoem o programa 
Subrotina DADÓS 
Esta subrotina tem por finalidade ler e escrever in 
formações relativas a estrutura. 
Subrotina CARGA 
.A finalidade desta subrotina é ler e escrever infor 
maçoes relativas as cargas que atuam na estrutura. 
6 8. 
Subrotina DEBLO 
Esta subrotina define as partições; isto e, deterrni 
na o no inicial e o no final de cada urna delas. 
Subrotina TRANS 
Esta subrotina tem por finalidade formar a matriz 
de transformação do sistema local do elemento para o sistema gl~ 
balde referência. 
Subrotina MRTR3 
Forma as matrizes de rigidez e tensão de um elemen-
to triangular com seis deslocamentos nodais para estado plano de 
tensões (TRIM3) . 
Subrotina MRIT9 
Forma as matrizes de rigidez e tensão de um elemen-
to triangular com nove deslocamentos nodais para flexão de pla -
cas (T9) . 
Subrotina FORMA 
A finalidade desta subrotina é formar a matriz de 
rigidez de um elemento triangular plano para análise de cascas e 
~ ~--~---
estruturas ·1arninares, utilizando as matrizes de rigidez do TRIM3 
e T9 
Subrotina FVTIN 
Esta subrotina forma os vetores das forças nodais e 
quivalentes do elemento. 
Subrotina T INVL 
Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 




Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 
as forças de massa. 
Subrotina TEMPE 
Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 
uma variação de temperatura uniforme em cada elemento e linear-
mente variável através de sua espessura. 
Subrotina RIGES 
Esta subrotina forma a matriz de rigidez da estru-
tura. 
Subrotina DESPR 
A finalidade desta subrotina é introduzir os deslo 
camentos prescritos. 
Subrotina RESOL 
Esta subrotina tem por finalidade resolver o sist~ 
ma de equações lineares obtido, utilizando o Método de Gauss. 
Subrotina CTENS 
A finalidade desta subrotina e calcular os momen -
tos e as tensões nos elementos. 
3.3 - Conveções adotadas 
Serão adotadas as seguintes convenções nos diagra-
mas de blocos: 
70. 









( END ) 
Início de um programa ou subrotina 
Entrada de dados (cartões) 
Impressão de títulos, dados ou resultados 
calculados 
Processamento de alguma operaçao ou cálcu 
lo escrito dentro do retângulo 
Chamada de subrotina 
Decisão a ser tomada 
Execução de um controle interativo 
Conexão entre dois pontos do diagrama que 
não podem ser ligados por uma linha (n é 
um número) 
Armazenar ou ler no disco magnético 
Término de um programa ou subrotina. 
71. 
3.4 - Subrotina DADOS - ler e escrever informações relativas a 
estrutura 














I = l,NP) 
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Explicações referentes ao diagrama de blocos 
1. Informações gerais sobre a estrutura 
NP - número de nos 
NE - número de elementos 
NMAT - número de materiais diferentes 
73. 
NPDP - numero de nós com deslocamentos prescritos 
NDD - número total de direções com deslocamentos 
prescritos não nulos 
NCL - número de casos de carregamento excluindo 
o peso próprio 
ITP - variável que caracteriza o procedimento a 
ser adotado na formação da matriz de rigi-
dez da estrutura (ver subrotina FORMA) 
ISR - variável que caracteriza o sistema de ref~ 
rência em relação ao qual serão fornecidos 
os deslocamentos prescritos (ver subrotina 
FORMA) 
2. Características dos materiais 
GAMA - peso específico 
YOUNG - módulo de elasticidade 
POISS - coeficiente de Poisson 
3. Coordenadas dos nos da estrutura em relação ao sistema global 
de referência 
74. 
4. Geração semi-automática das incidências. 
Dadas por exemplo,as incidências, espessuras e os 
números que caracterizam os materiais dos elementos 1 e 5 (fig. 
3 .1) , as incidências do elemento N, N=2, 3, 4 • serão obtidas so..-
mando-se uma unidade as incidências do elemento N-1. A espes-
sura e o número que caracteriza o material do elemento N serao 
iguais as do elemento N-1. 
1 2 3 4 5 
Fig. 3.1 
Dai,se observa.ser necessário uma numeraçao conveniente para os 
( 
nós e elementos da estrutura. 
5. Direções com deslocamentos prescritos 
NK - variável cujos valores sao os números dos nos 
que possuem deslocamentos prescritos em pelo 
menos uma direção. 
75. 
LN - variável que caracteriza as direções com deslo 
camentos prescritos, podendo assumir os valo -
res O ou 1. 
LN(I,J)=0 - no NK(I) nao tem deslocamento prescrito 
na direção J 
LN(I,J)=l - nó NK(I) tem deslocamento prescrito na 
direção J 
6. Nós com deslocamentos prescritos nao nulos em pelo menos uma 
direção 
7. Tipo do no 
I - numero do no 
K - direção na qual se tem o deslocamento prescrito 
não nulo 
VDP - valor do deslocamento 
[Bv] - matriz na qual serão armazenados os valores 
de VDP 
ITIPO - variável que caracteriza o tipo do nó, po-
dendo assumir os valores O ou 1 
ITIPO = O - no I e não planar 
ITIPO = 1 - no I e planar 


















DIAGRAMA DE BLOCOS 
Ler os valores 
das pressões 
nos nós da es-
trutura 
zerar tres das 
colunas de [PJ 
Ler os valores 
-das componentes f---------------1 
das cargas con-
centradas 
zerar duas das 
ITC(II)=J --colunas de [PJ 
Ler os valores 
das cargas nos· 
planos dos ele 
mentos 
Ler os valores 
das pressões nos 








ITC (II) =4 )--~ 
L CONTINUE 
END 
Ler os valores das va 
riaçoes de temperaturã 
CDT(I),I=l 
1------+ das faces superior ef---------l 
NMAT inferior dos elementos 
77. 
Explicações referentes ao diagrama de blocos 
1. ITC - variável que caracteriza o tipo de carregamento ( ver 
quadro 3 .1) 
Os valores das cargas serao armazenados na matriz 
[PJ do tipo 300 x 6; no quadro 3.1 está indicado o número de 
colunas que serão utilizadas para armazenar cada tipo de carre 
gamento. 
ilalor Número de colu-
de tipo de carregamento nas de [P] que 
ITC sao utilizadas 
1 carregamento normal ao plano do e- 1 
!emento e linearmente variável 
(pressão) 
2 cargas concentradas 3 
3 carregamento constante atuando em 3 
dois dos lados do elemento e outro 




4 variação de temperatura uniforme 2 
em cada elemento e linearmente va 
riável através de sua espessura 
QUADRO 3.1 
2. Comentários referentes aos diversos tipos de carregamento: 
ITC = 1 
Deverão ser lidos os valores das pressoes nos nos 
da estrutura. 
78. 
ITC = 2 
Deverão ser fornecidas as componentes das cargas co~ 
centradas nos nos em que atuam, relativamente ao sistema no qual 
serao calculados os deslocamentos daquele nó. 
ITC = 3 
Inicialmente deverão ser fornecidos os valores de 
fx e fy (fig. 3.2a) nos elementos em que atuam, tendo como refe-
rencial o sistema local do elemento. Em seguida deverão ser li-








3 (a) (b) 
y 
79. 
ITC = 4 
Ler os valores dos coeficientes de dilatação térmi-
ca (CDT) dos diferentes materiais e os valores das variações de 
temperatura das faces superior (z = h/2) e inferior ·(z = -h/2) 
para cada elemento (fig. 3.2b). 
observações: 
a) O numero total de casos de carregamento nao pode ser superior 
a três e devem ser tais que o numero de colunas necessárias 
para armazená-los não exceda a seis; 
b) No caso em que ITC = 3 ou ITC = 4 o numero total de elemen-
tos da estrutura nao pode ser superior a 300 (número de linha 
da matriz [PJ. 
c) Não se desejando analisar a estrutura submetida ao peso pro-
prio, deve-se fazer GAMA=0. Atribuindo-se a GAMA um valor di 
ferente de zero, a estrutura será calculada submetida ao peso 
próprio, podendo ainda considerar-se mais dois dos casos de 
carregamento dados no quadro 3.1. 
3.6 - Subrotina FORMA - forma a matriz de rigidez de um elemen-
to triangular plano para análise de cas 
case estruturas laminares, utilizando as matrizes de rigidez do 
TRIM3 e T9. 
80. 
DIAGRAMA DE BLOCOS 
INICIO 
Zerar as matrizes 
[MT] e [s~J 
Distribuir os e 
lementos de 
[s 1] e [s2] em 
[SM] 
Introduzir na matriz de rigidez 
do elemento, coeficientes de ri-
ITP= -1,--...... gidez correspondentes a rotação 






NÓ IX(N,I) tem deslo-
ITP= -1>-----t camentos prescritos? 
ITP=O 
NÓ IX(N,I) tem 
Formar a matriz de 
transformação [L] do 
sistema local do ele 
mento para o sistema 






NÕ IX(N,I) e 
1 -nao planar? 
Determinar o elemen 
to de menor número 
que concorre no no 
IX(N,I) 
Formar a matriz de 
transformação [L] 
do sistema local do 
elemento para o si~ 
tema local planar 
do nÓ IX{N,I) 
Armazenar a matriz 
[L] na matriz [MT] 
L ________ _ 
CONTINUE 
Cálculo do produto 
[MT] [sM] [MT] t 
Gravar a matriz de trans-
formação [MT] e as matri-
zes de tensão no disco 
magnêtico 
81. 
1----Cal l TRANS 
82, 
,C,al 1 FVTIN 
Eliminação das linhas e 
colunas da matriz de ri 
gidez do elemento e das 
linhas dos vetores das 
forças nodais equivaleu 
tes associadas ao ''sex= 
to grau d: liberdade", 
para os nos em que 
!TIPO e 1 
END 
Explicações referentes a subrotina FORMA 
Obtidas as matrizes de rigidez [s1] e [s2], corre~ 
pendentes aos estados de membrana (TRIM3) e flexão (T9) respect! 
vamente, a próxima etapa será formar a matriz de rigidez [sM] pa-
ra os dois estados atuando simultâneamente, seguindo para isso o 
esquema indicado na figura 2.6. A fim de evitar singularidade 
da matriz de rigidez da estrutura no caso de existirem nós pla-
nares, o programa elaborado funciona com três das cinco alterna-
tivas descritas na secção 2.7, dependendo do valor da variável 
ITP. 
83. 
Seja No número do elemento do qual se calcula a 
matriz de rigidez e IX(N,l), IX(N,2) e IX(N,3) os seus nós. 
Opções que podem ser utilizadas no programa: 
1. ITP = -1 
Serão introduzidos na matriz de rigidez do elemen-
to, coeficientes de rigidez correspondentes a rotação segundo a 
normal a seu plano. Neste caso, se faz previamente 
ITIPO = O para todos os nós, isto significando que "para o pro-
grama" estes terão seis graus de liberdade e consequentemente 
não serão eliminadas linhas e colunas da matriz de rigidez; em 
seguida esta é transformada para o sistema global de referência 
~ 
sendo que para os nos com deslocamentos prescritos, o armazena-
mento poderá ser feito em relação ao sistema local tangente, d~ 
vendo para isso a variável ISR assumir o valor 1. Caso o valor 
de ISR seja O o armazenamento será feito em relação ao sistema 
global. 
.2. ITP = O 
O armazenamento da matriz de rigidez em cada nó se 
rã feito em relação ao sistema local tangente, procedendo-se em 
seguida com a eliminação das linhas e colunas associadas ao 
"sexto grau de liberdade". Para isso a variável ITIPO deverá 
assumir o valor l para todos os nós, pois desta forma serão eli 
84. 
minadas as linhas e colunas de ordem seis, doze e dezoito da ma 
triz de rigidez do elemento e as linhas de ordem seis, doze e 
dezoito dos vetores das forças nodais equivalentes. 
3. ITP = 1 
Para os nos nao planares o armazenamento da matriz 
de rigidez sera feito relativamente ao sistema global e para os 
nós planares em relação ao sistema local planar, eliminando- se 
neste Último caso as linhas e colunas da matriz de rigidez e as 
linhas dos vetores das forças nodais equivalentes associadas ao 
• 
"sexto grau de liberdade" (equações do tipo O = O) • Com isto, 
tem-se nós com seis graus de liberdade (não planares) e nós com 
cinco graus de liberdade (planares). 
Para os nós com deslocamentos prescritos, é possí-
vel que o armazenamento da matriz de rigidez seja feito em rel~ 
çao ao sistema local tangente; para isso a variável ISR deverá 
assumir o valor 1. Caso ISR = O, o armazenamento da matriz de 
rigidez para esses nós será feito em relação ao sistema global 
ou local planar, dependendo do valor de ITIPO para o nó conside 
rado. 
Antes de concluir, uma observação se faz necessa -
ria: a variável ITIPO só tem o significado descrito na subroti 
na DADOS (isto é, variável que caracteriza o tipo do nó), para 
85. 
este caso (ITP = 1); nos outros dois casos ela é usada para "in 
formar" ao computador se serão ou não eliminadas linhas e colu -
nas da matriz de rigidez do elemento e linhas dos vetores das 
forças nodais equivalentes, não tendo o significado acima meneio 
nado. 
3.7 - Subrotina FVTIN - forma os vetores das forças nodais ~qui-
valentes do elemento. 
1 




r-- JJ=l ,NCL 
' 
ITC(JJ)=l t------calt TINVL' >---~ 
ITC(JJ)=2 
Formar diretamente 
>---->10 vetor das forças 
~--~--/ nodais e uivalentes 
ITC(JJ)=3 
ITC(JJ)=4 
Determinar P1 ,P 2 ,t----+e >--~ all TINVL>----t 
P3,P4 e p5 
Determinar as varia-
ções de temperatura 1-------~all TEMPE>---~ 
>--->Idas faces superior e 
~--.---~ inferior do elemento 
L ___ CONTINUE 
86. 
GAMA(LL)=Q~. ---oiNCAR = NCLI------, 




Explicações referentes a subrotina FVTIN 
Através desta subrotina sao formados os vetores das 
forças nodais equivalentes do elemento, podendo-se ter no máximo 
três casos de carregamento para a estrutura. 
Seja No elemento do qual se calculam as forças no-
dais equivalentes e IX(N,4) o número que caracteriza seu materi-
al. 
Se NCL = O (NCL - número de casos de carregamento 
excluindo o peso próprio), isto significa que a estrutura será a 
nalisada submetida apenas ao peso próprio, sendo calculados Gx, 
Gy e Gz,que são as componentes de GAMA (peso especifico) relati-
vamente ao sistema local do elemento, obtendo-se a seguir o ve-
87. 
tordas forças nodais equivalentes através da subrotina TINPP. 
Neste caso NCAR = 1 sendo NCAR o número total de casos de carre-
gamento. 
Se NCL r O, obtém-se os vetores das forças nodais e 
quivalentes, dependendo dos valores de ITC. 
Se ITC = 1, determinam-se P 1 , P2 e P3 (valores 
pressoes nos nos 1, 2 e 3 do elemento N respectivamente), P 4 
=PS= O (cargas atuando no plano do elemento). Em seguida atr~ 
das 
= 
vês da subrotina TINVL obtém~se o vetor das forças nodais equiv~ 
lentes. 
Se ITC = 2, as forças nodais equivalentes sao obti-
das imediatamente, uma vez que as componentes das cargas con·cen-
tradas deverão ser fornecidas em relação ao sistema no qual se-
rão calculados os deslocamentos do nó. 
Se ITC = 3, determinam-se P1 , P2 e P 3 (pressão nos 
nos do elemento), P 4 e PS (cargas situadas no plano do elemento). 
Como no caso de ITC = 1, por meio da subrotina TINVL são calcula 
das as forças nodais equivalentes. 
Se ITC = 4, determinam-se as variações de temperat~ 
ra das faces superior (z = h/2) e inferior (z = -h/2) e através 
88. 
da subrotina TEMPE e calculado o vetor das forças nodais equiva-
lentes. 
Ainda no caso em que NCL f O, se GAMA= O a estrut~ 
ra nao sera analisada submetida a peso próprio e NCAR = NCL. Se 
GAMA f O, será acrescentado mais um caso de carregamento (o peso 
próprio) e NCAR = NCL + 1. 
3.8 - Subrotina RIGES - Forma a matriz de rigidez da estrutura 
DIAGRAMA DE BLOCOS 
INICIO 
Zerar as matrizes 
[A} e [B] 





Testar se o nÕ 
IX(N.I) pertence 
a partição consi->---------..i 
derada 
Testar se a matriz 
de rigidez do ele-
mento N já foi cal-
culada 
CONTINUE 
cálculo das coorden 
das dos nÕs de Nem 
relação ao sistema 




Acrescentar a matriz [B] 
das forças nodais equiva-
lentes,as contribuições 
do elemento N 
Espalhamento da matriz 
de rigidez do elemento 











Gravar o bloco cor-
respondente à parti 
ção considerada no 
disco magnético 
NBLOC-ICBLO=O ·>-----~ 
Passar os elementos 
do bloco inferior 
para o bloco superi 
or 
Zerar o bloco in-
ferior 
NÓ inicial da partição 
NÓ final da partição 
Número de partições (blocos) 
Índice contador do número de blocos 
IX(N,1), IX(N,2), IX(N,3) - NÓS do elemento N 
END 
91. 
Explicações referentes a subrotina RIGES 
A matriz de rigidez de uma estrutura, além de simé-
trica apresenta a característica de ter todos os seus elementos 
não nulos concentrados numa faixa da diagonal principal (fig. 
3.3), daí só ser necessário armazenar os elementos da faixa sup~ 
rior (ou inferior). 
Inicialmente, a estrutura é suposta dividida em par-
tições (fig. 3.4); designando por MBAND a largura da banda (no 
máximo 80), a faixa superior da matriz de rigidez correspondente 
a cada partição será denominada bloco. 
~'· 
Seja [A] uma matriz do tipo 160 x 80 e [A1] e [A2] 
submatrizes do tipo m x 80 e (160-m)x80 respectivamente, sendo 
m função do número de nós da partição considerada (O< m ~ 80). 
[A1] --{>bloco superior 
[A] = 
[A2] --t>bloco inferior 
Em [A1] serao formados os blocos correspondentes as diversas 
partições; o número de nós de cada uma delas deverá ser tal 
que o bloco correspondente não ultrapasse 80 linhas. 
Assim se ITP = -1, cada partição terá 13 nós; se 
ITP = O cada partição terá 16 nós e se ITP = 1 o número de nos 
de cada partição não pode ser fixado "a priori", pois neste ca-
92. 
so tem-se nos com cinco graus de liberdade e nós com seis graus 
de liberdade; a subrotina DEBLO tem por finalidade determinar 
o nó inicial e o nó final de cada partição. 
A técniça utilizada na re!iolução do 'sistema 
de · ·equações linear'es para ol:>tenção dos desiocámentos, requer 
que se. tenha na memória principal do computador, simultaneamente 
dois blocos; este fato foi aproveitado para que os elementos c~ 
muns a duas partições não tivessem a matriz de rigidez calcula-
da duas vezes, justificando assim a existência da matriz [A2]. 
Seja então P. uma partição genérica; o bloco correspondente a 
.(. 
esta partição será armazenado em [A1]. As contribuições dos e-
lementos da partição Pi para a partição Pi+I serão armazenadas 
na matriz [A2]. Uma vez obtido o bloco correspondente a parti-
ção Pi, é feita a introdução dos deslocamentos prescritos con 
forme técnica que será exposta adiante e depois gravado no dis-
co magnético. Em seguida os elementos de [A2] são armazenados 
em [A1] (tem-se agora um novo m) , zerando-se a matriz [A2] . Pa~ 
sa-se então a partição Pi+J , calculando as matrizes de rigidez 
dos elementos desta partição que não pertencem a partição Pi. 
Este processo é repetido para todas as partições. 
93. 







Fig. 3.3 Fig. 3.4 
Introdução dos deslocamentos prescritos: 
Dada uma estrutura, sempre sao conhecidos os valo -
res dos deslocamentos de alguns de seus nos (deslocamentos pres-
critos) e no mínimo devem ser em número suficiente para impedi-
rem movimentos de corpo rígido. 
Com isso, sao conhecidos os valores de algumas das 
incógnitas do problema, cuja introdução no sistema de equações e 
feita pela subrotina DESPR utilizando a seguinte técnica: 
94. 
Seja º1.· o valor (conhecido) da incógnita x.; inici 
l. -
almente subtrai-se dos termos independentes de todas as equaçoes; 
exceto dai-ésima equação, o produto do deslocamento prescrito 
pelo coeficiente da incógnita xi em cada equação. Em seguida z~ 
ram-se os elementos dai-ésima linha e i-ésima coluna da matriz 
de rigidez da estrutura, com exceção do elemento da · _diagonal 
principal o qual se faz igual a l; por fim, substitui-se o ter-
mo independente dai-ésima equação por ºi· Na maioria dos ca-
sos ºi = o. 
3.9 - Subrotina DEBLO - Determinação dos nos inicial e final de 
cada partição. 

















Explicações referentes a subrotina DEBLO 
95. 
LC - Variável cujo valor para cada no e o numero de nós com cin 
co graus de liberdade até o nó considerado inclusive. 
NFIRS - NÓ inicial de cada partição. 
NLAST - NÓ final de cada partição. 
NBLOC - Número de partições (blocos). 
3.10 - Subrotina RESOL - Resolve o sistema de equaçoes lineares 
utilizando o Método de Gauss. 
96. 
DIAGRAMA DE BLOCOS 
INICIO 
er no disco magnético a par 
ir do registro ID2, os coe-
ficientes das incógnitas e os 
termos independentes corres-
pondentes a 80 equações, arma 
zena1;1do-o s em [A 2] e [B 2] re~ 
pect1vamente 
NB=O 
Zerar os elementos da faixa 
inferior operando com os ele 
mentos da faixa superior 
NUMBL-NB=O 
Gravar o bloco trans 




Passar os elementos de 
[A 2] para [A1] , de 
[B 2] para [B 1] e zerar 




Obter os valores das 
incÕgnitas associa-
das ao bloco de or-
dem NB, armazenando-
as em [Az] 
1 NB=NB-1 1 
Armazenar a solu - do sistema 
NB=O 
çao , END J de equaçoes em ' 
um vetor coluna 
Explicações referentes a subrotina RESOL 
Notações: 
ID2 Número do registro a partir do qual serao lidos os 
coeficientes das equações e os termos independen -
tes no disco magnético 










] Matrizes do tipo 80 x 3 
Processo utilizado para a resolução do sistema de 
equaçoes lineares: 
9 8. 
Utilizou-se o método de Gauss para resolver o sist~ 
ma de equações. Este método consiste em obter um sistema equiv~ 
lente ao inicial,t~ndo porém a matriz dos coeficientes das in -
cógnita~ todos os elementos de um mesmo lado de uma diagonal i-
guais a zero; isto é conseguido por meio de operações elementa-
res com linhas. Entretanto no caso da matriz dos coeficientes a 
presentar a característica de ser uma matriz banda, o processo 
de transformação das equações pode ser feito de tal forma que se 
tenha na memória principal do computador um número de equaçoes 
no mínimo igual a duas vezes a largura da banda (fig. 3.5); no 
programa elaborado trabalha-se com dois blocos de 80 linhas cada. 
Com esta técnica se consegue resolver sistemas com grande número 
de equações em computadores pequenos. 
Como os elementos da faixa inferior da matriz de ri 
gidez nao foram armazenados (matriz simétrica), as operações el~ 
mentares com linhas são aplicadas aos elementos da faixa super~ 
or, de tal forma que anulassem os elementos da faixa inferior. 
MBAND 
' ' ' ' ' ' ' 
[A] 
I 
-~ - - - -
' ' 








Uma vez triangularizada a matriz dos coeficientes, 
obtém-se facilmente os valores das incógnitas, armazenando-os em 
[A
2
]. Porém é .mais conveniente armazenar os deslocamentos em um 
vetor coluna, sendo utilizado para isso o seguinte artifício: 
quando foi dimensionada a matriz [A], dimensionou-se anteriorme~ 
te um vetor {DESNO} com 160 linhas, no qual serão armazenados os 
deslocamentos (solução do sistema); como estes em geral são em 
número superior a 160, ao ultrapassar esse valor, o vetor {DESNO} 
passará a utilizar a área reservada para a matriz [A], conforme 
está esquematizado na figura 3.6, de tal forma que não destrua 






½' - L'1.:._ __ ,.. __ .... _ 
--, 1 1 1 1 
-1 I 1 1 1 
1 
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a) No caso de existir mais de um caso de carregamento (matriz 
[B] com mais de uma coluna), a sequência de operações será apli-
cada simultaneamente a todas as colunas, o que torna o programa 
muito eficiente para vários casos de carregamento. 
b) A subdivisão de [A} em submatrizes [A1] e [A2], foi feita ap~ 
nas para facilitar a explanação, não se considerando no programa 
estas submatrizes (o mesmo se aplica a matriz [B}). 
3.11: - Subrotina CTENS - Cálculo dos momentos e tensões que atu-
am nos elementos. 
DIAGRAMA DE BLOCOS 
INICIO 
r---------------- N=l,N 
Armazenar em uma matriz 
do tipo 18 x NCAR, os 
deslocamentos dos nós 




' ) e., 00 ""° ••• 
nêtico a matriz 
de transformação 








- m m soes (J ' (J e X y 
~m (constantes xy para cada e-
lemento) 
Cálculo dos momen 
M' M' -tos 
' 
e x. y. 
i i 
M' nos nos do e 
xyi lemento (i= 
= 1,2,3) 
Cálculo dos momen -M tos M x' e M y xy 
no centro de gra-
vidade do elemen-
to (media aritmé-













, o e to nos 
y xy 
de gravidade 
das faces superior (i = 
= 1) e inferior (i = 2) 
do elemento. 
Determinação das tensoes 
principais e do ângulo 
principal 
Imprimir: 
Momentos Mx' My e Mxy 
Tensões cri x' 
cri e ~ i 
y xy 
(i = 1,2) 
Tensões principais cr 1 
e cr2 
Ângulo principal 0 
( END ) 
-
103. 
O cálculo dos momentos e tensões que atuam nos ele-
mentos segue o mesmo procedimento descrito na secção 2.9, inclu-
sive utilizando as mesmas notações, dispensando por conseguinte 
maiores detalhes. 
3 .12 - Comentários sobre as demais subrotinas 
Serão feitas algumas considerações sobre as demais 
subrotinas uma vez que por serem bastante simples dispensam dia-
gramas de blocos; elas têm, por finalidade, formar diretamente 
matrizes deduzidas neste ou em outros trabalhos sobre o assunto. 
Subrotina TRANS 
Forma a matriz de transformação do sistema local do 
elemento para o sistema global, utilizando as expressões deduzi-
das na secção 2.3. 
Subrotina MRTR3 
Forma as matrizes de rigidez e tensão de um eremen-
to triangular plano com seis deslocamentos nodais, para estado 
plano de tensões. (Ver Apendix B). 
Subrotina MRIT9 
Forma as matrizes de rigidez e tensão de um elemen-
to triangular plano com nove deslocamentos nodais para flexão de 
104. 
placas (ver Apêndice B). 
Subrotina TINVL 
Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 
um carregamento normal ao plano do elemento e linearmente variá-
vel (ver Apêndice B). 
Subrotina TINPP 
Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 
as forças de massa (ver Apêndice B). 
Subrotina TEMPE 
Forma o vetor das forças nodais equivalentes para 
uma variação de temperatura uniforme em cada elemento e linear 
mente variável através de sua espessura (ver secção 2.8). 
3.13 - Programa Principal 







Câlculo da larg!:: 
ra de banda 
(MBAND) da estru 
tura 
Call RIGES 
Câlculo do numero 
de blocos de 80 li 
nhas (NUMBL) 
Call RESOL 
Imprimir os desloca 



















O programa principal obedece a uma estruturação bas 
tante simples e todas as explicações necessárias para seu enten-
dimento já foram dadas anteriormente. 
3.14 - Considerações finais 
O programa elaborado foi testado com sucesso para 
várias estruturas, e idealizado de tal forma a permitir facilme~ 
te modificações tais como: considerações sobre apoios elásticos, 
casos de carregamento não previstos no quadro 3.1, introdução de 
novos elementos etc. 
Pode também ser utilizado para análise de placas e 
de chapas submetidas a estado plano de tensões, entretanto para 
estes dois casos, a técnica por ele usada se torna muito sofisti 
cada, sendo calculadas matrizes e realizadas operações desneces-
sárias ao problema. 
Finalmente é apresentado um esquema (Fig. 3.7) con~ 
tando de todas as subrotinas que compõem o programa, na ordem em 











4.1 - Aplicação 
Exemplo 1: 
CAPITULO IV 
APLICAÇÕES E CONCLUSÕES 
109. 
Analisa-se uma casca cilíndrica, com suas extremi 
dades apoiadas em diafragmas. são apresentados diagramas das de 
flexões, momentos fletores longitudinais e momentos fletores 
transversais na seção média e também um diagrama dos deslocamen-
tos longitudinais do diafragma. 
Características geométricas: (ver Fig. 4.1) 
R = 7.62m 
L = 15.24m 
h = 0.0762m (espessura) 
0 = 40° 
Características do material: 
E= 2 100 000 t/m 2 
y = 5.78t/m 3 
\) = o 
Carregamento e processo utilizado para a resolução da estrutura: 
110. 
A estrutura foi analisada submetida ao peso pró-
prio; devido à simetria considerou-se apenas um quarto, sendo 
utilizada uma malha 7 x 9 (Fig. 4.2) e empregando-se três das 
opçoes descritas na secção 2.7, cada uma das quais caracteriza-
da por um valor assumido pela variável ITP (ver subrotina FORMA 
página 79). 
Resultados õbtidos: 
Da observação dos diagramas apresentados e do 
quadro 4.1, constata-se que os melhores resultados são obtidos 
com (às "ópções ··_caracterizadas por ITP = J"l e ITP = + 1. 
A têcnica de considerar-se todos os nós com cin-
co graus de liberdade não conduziu a bons resultados neste caso 
devido ao fato da casca não ser suficientemente abatida e a ma-
lha não muito refinada para que seja possível a eliminação das 
equaçoes de equilíbrio associadas à rotação segundo a normal em 
cada nó, sem alterar sensivelmente a solução do sistema. No 
quadro 4.1 são apresentadas as deflexões no centro (A) e no bor 
do (B), correspondentes aos diferentes valores de ITP. 
111. 
ITP DEFLEXÃO EM DEFLEXÃO EM REFERENCIAL 
A (WA) B (WB) 
-1 ~º-· 01372 ~: 0.088241 Global 
·~" '" ·' 




,:-0.01122 0.09292\ Local Planar .. 
' - , -
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FIG. 4.1 CASCA CILINDRICA CIRCULAR 
l 8 
DIAFRAGMA 














FIG. 4.3 OEFLEXÕES NA SEÇÃO MEDIA v,o 
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--- SOLUÇÃO ANAÚTICA 
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FIG.4.6 MOMENTOS FLETORES LONGITUDINAIS NA SEÇÃO MÉDIA v,o 
115. 
Exemplo 2: 
Analisa-se uma casca cilíndrica tendo seus quatro 
bordos engastados. Inicialmente, é apresentado um gráfico comp~ 
rando-se a solução obtida com a proveniente da análise da estru-
tura com outros tipos de elementos finitos. Seguem-se diagramas 
através dos quais se pode observar o comportamento da casca, fa-
zendo-se variar a flexa f (Fig. 4 .7') e mantendo-se constante 
suas dimensões no plano x O y. 
Características geométircas: 
a= 10.00m 
h = 0.125m 





Características do material:· 
E= 450 000t/m2 
V= 0.30 
,, 





Carregamento e processo utilizado para a resolução da estrutura: 
Devido à simetria em relação a dois dos eixos, a-
nalisou-se apenas um quarto, utilizando-se uma malha 11 x 11 
116. (,,.;_ 
(144 nós e 242 elementos) a fim de comparar-se a solução obtida 
com a proveniente da análise empregando-se outros tipos de ele-
mentos finitos, considerou-se a estrutura submetida a uma pres-
são p (t/m 2 ) uniforme (p E. [o ,O .20]) sendo utilizadas as 
opções disponíveis do programa. 
três 
No estudo referente ao comportamento da estrutu-
ra ao variar-se a flexa f, adotou-se a alternativa caracteriza-
da por ITP = -1 e p = 0.04t/m 2 
Resultados obtidos: 
Conforme se pode observar na Fig. 4.10, a opçao 
em que sao considerados todos os nós com cinco graus de liberda 
de, conduziu a Ótimos resultados comparados aos apresentados na 
referência 27. Nesta mesma figura mostra-se uma solução do pr~ 
blema baseada na análise não linear27 • 
Dos diagramas apresentados nas figuras 4.12, 4.13 
4.14 e 4.15, pode-se constatar uma grande influência do estado 
membranal no comportamento da estrutura, pois os resultados ob-
tidos para 2a/f = 40, por exemplo, conduziram a valores bem di-
ferentes daqueles apresentados por uma placa de mesmas dimensões 
que a projeção da casca no plano x O y. Outro fato a ser ressal 
tado é que ao diminuir-se f, as tensões de membrana em módulo, 
crescem até certo valor, e em seguida decrescem, passando a es-
117. 
trutura por uma "inversão" no seu comportamento, sendo possível 
que ocorra singularidade da solução analítica. 
Sugere-se um estudo de cascas muito abatidas, a 
fim de que se possa avaliar a influência do estado de membrana 
no comportamento estrutural, bem como os fatores que contribuem 
para uma maior ou menor influência. 
Na figura 4.17 tem-se o diagrama das tensões nas 
faces superior e inferior da casca, apenas para dois valores de 




FIG. 4.7 CASCA CILÍNDRICA ENGASTADA 
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FIG. 4.10 DEFLEXÕES NO CENTRO EM FUNÇÃO DE p 





-•-•- ITP• o 
ITP , -1 
-o-o- ITP • 1 
FIG.4.11 OEFLEXÕES NA SEÇÃO MÉDIA Y:o 
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120. 
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Monumento ROTARY e LIONS situado na Av. Nelson 
D'Avila - são José dos Campos - são Paulo 
Analisa-se uma estrutura laminar, que pode ser con 
siderada como ideal para o elemento em estudo. Salienta-se o fa-
to de que as teorias existentes sobre "Folded Plates", não se a-
plicam neste caso, e sua resolução só é possível pelo Método dos 
Elementos Finitos ou por meio de um modelo experimental. 
Características geométricas: 
A estrutura é formada da associação de 12 triângu-
los retângulos isósceles, cujos catetos medem 2.00m e a hipotenu-
sa 2.83m; sua espessura é constante e igual a 0.15m. Na Fig. 
4.18 são apresentadas duas projeções e uma vista e na Fig. 4.19, 
tem-se uma perspectiva do monumento. 
Características do material: 
(Concreto armado) 
E = 2 · 100 000t/m 2 
V= 0,30 
y = 2.40t/m 3 
124. 
Carregamento e processo utilizado para resolução da estrutura: 
A estrutura foi analisada submetida apenas ao pe-
so próprio, utilizando-se uma,malha com 125 nós e 192 elementos 
(Fig. 4.20), empregando-se na sua resolução a técnica descrita 
na primeira opção da secção 2.7. 
Resultados obtidos: 
Na impossibilidade de comparar-se os resultados 
obtidos com uma solução do problema por outro método, serão a-
presentados três diagramas com a finalidade de mostrarem o com-
portamento estrutural; são êles: 
a) Projeção dos nós 5, 25, 45, 65, 85, 105 e 125 
sobre o plano y O z, antes e depois da estrutura deformar-se 
(Fig. 4.22). Na fig. 4.21 representa-se o sistema global de re 
ferência x Õ y z. 
b) Diagramas dos momentos fletores longitudinais 
ao longo das ----~-~ seçoes·I-I e II-II (Fig. 4.23 e 4.24). Deve ser -. ____ _ 
ressaltado o fato de que estes diagramas foram incluidos apenas 
para dar uma idéia de suas configurações, pois os valores dos mo 
mentos foram obtidos no centro de gravidade de cada elemento, o 
brigando assim uma extrapolação (linha tracejada), nas vizinhan-
ças das arestas comuns a dois elementos. Para um estudo mais ri 
125. 
qoroso seria necessário um refinamento da malha, o que nao há in 
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FIG. 4.21 SISTEMA GLOBAL DE REFERENCIA 
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FIG. 4.22 N-NÚMERO DO NÓ ( Na 5, 25. 45,85, 105,125) 
129. 
y ( v, 103 1 
( N). PROJEÇÃO 00 NO NO PLANO Y Õ Z ( APÓS A OE FORMAÇÃO DA ESTRUTURA ) 






' ' ' 





' ' ' ' , 
• , . 
'600 




A , ' 
2.00 , '4.oà' 
,"·· 
NA SEÇÃO !- I 
A 
8.00 











Por fim, analisa-se um parabolóide hiperbólico~si!!! 
(plesmente apoiado' em seus quatro b~rdos' apreseritãn_dÕ:5e . o diagr~ 
•.,.,_,-'- -- ---------- __,----.,--.__.......-> -- • " :- • " .... ""A 
,'ma das de~fle!{Ões ao longo do eixo Õ x' (Fig. 4.25). 
~~--:'-~--·-., 
Características geométricas: 
L = 12.92m 
d = 1.305m 
h = 0.25m 
características do material: 
E= 500 000t/m2 
V= 0.39 
Carregamento e processo utilizado para analálise da estrutura: 
A estrutura foi analisada submetida a um carrega-
mento uniforme, normal à sua superfície, igual a lt/m2 • Conside 
rou-se uma malha com 75 nós e 121 elementos (Fig. 4.26), sendo u 
tilizada a opçao caracterizada por ITP = -1. 
Resultados obtidos: 
Na Fig. 4.27 sao apresentadas as deflexões ao lon 
godo eixo O x', comparando-se com a solução analítica30 • Trata 
132. 
-se de uma estrutura ideal para terceira opçao descrita em 2.7, 
sendo difícil analisá-la através do primeiro procedimento da re 
ferida secção, uma vez que não se tem nitidamente nós planos e 
nós não planares. 
z 
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4.2 - Conclusões 
Além das conclusões e sugestões apresentadas nos 
capítulos anteriores e neste, algumas considerações em caráter 
de conclusão serão expostas a seguir, resultantes de uma análi-
se da teoria desenvolvida no Capítulo II, associada aos resulta 
dos práticos obtidos na secção 4.1. 
1. O,Elemento estudado, embora possa ser usado 
para resolução de qualquer tipo de casca (desde que tenha espe~ 
sura pequena comparada com o raio de curvatura) e estruturas la 
minares, é recomendado para cascas que não apresentam simetria 
de rev;'olução e estruturas laminares de forma geométrica irregu-
lar, pois caso contrário, como por exemplo as estruturas indic~ 
das na Fig. 4.28, existem outros elementos, baseados em ideali-
zaçoes estruturais diferentes daquela descrita na secção 2.2, 




2. SÓ se consegue bons resultados com malha de mui 
tos elementos; vários fatores contribuem para isso; no caso das 
cascas, além da nao conformidade (que também existe para as estru 
turas laminares), a curvatura não é levada em consideração; vale 
também ressaltar que os elementos utilizados para representar o 
comportamento de membrana e flexão são pouco refinados. Entretan 
to não se justifica em face das aproximações feitas, associações 
de elementos triangulares planos mui to refinados ,coriservando/gran 
- --~•-.,. hL ~ •• _ ~':, -
de número de graus de liberdade. Sugere-se que seja feito um es-
tudo detalhado do elemento apresentado na quinta opção da secção 
2. 7, pois tendo-se em vista o ,fato de que o estado de membrana in 
flui de forma considerável em certos tipos de cascas, a associaçã:, 
descrita na referida opção poderá ser vantajosa5 •33 
3. Das trés alternativas para formação da matriz 
de rigidez, não é possível dizer-se "a priori", qual a melhor, u-
ma vez que vai depender do tipo da estrutura a ser analisada. 
ITP = -1: recomenda-se para cascas, podendo-seu-
sar·também para resolução de estruturas laminares, sendo que para 
estas Últimas, o número de equaçoes do sistema a ser resolvido e 
maior que o obtido através de outra opçao. 
ITP = O: é aconselhado apenas para cascas muito a 
batidas, (utilizando-se malhas refinadas), não podendo-se usar 
para estruturas laminares, pois estas não possuem plano tangente 
136. 
à superfície média em todos os seus pontos. Deve-se observar que 
este procedimento conduz a um sistema de equações lineares com 
menor número de equações que o obtido através das outras duas al-
ternativas, reduzindo assim o tempo computacional. 
ITP = + 1: é especialmente recomendado para estr~ 
turas em que existam nitidamente nós planares e nós não planares 
(estruturas laminares), podendo-se também empregar na resolução 
de cascas; entretanto para cascas muito abatidas, esta técnica 
poderá conduzir a uma matriz de rigidez e vetor das forças nodais 
com algumas linhas tendo seus elementos bem próximos de zero, po-
dendo acarretar problemas de ordem computacional, na resolução do 
sistema de equações lineares. 
Isto acontece quando da idealização estrutural se 
tem por exemplo uma casca muito abatida, com nós não planares ten 
do plano tangente à superfície média,paralelo a um dos planos de-
finido por dois dos eixos coordenados do sistema global de refe-
rência. 













NOTAÇÕES UTILIZADAS NO DESENVOLVIMENTO TEÕRICO 
Matriz quadrada 
Vetor coluna 
Matriz transposta de [B] 
Matriz inversa de [B] 
Vetor que contém os deslocamentos de um ponto genér~ 
co 
Matriz que define o campo de deslocamento assumido 
Vetor dos deslocamentos nodais do elemento e 
Vetor que reune as componentes de desló.camentos 
todos os nós da estrutura 
Matriz que relaciona {qe} com {q} 
Vetor que contém as componentes das tensões em 
ponto genérico do elemento 
de 
um 
Vetor que contém as componentes das deformações 
um ponto genérico do elemento 
de 
Vetor que contém as componentes das forças de massa 
Vetor que contém as componentes das forças atuando 
na fronteira do elemento 
Energia de deformação do elemento 
Matriz de elasticidade 
Operador diferencial que relaciona {e:} com {u} 
138. 
1T 
Matriz de rigidez do elemento 
Energia potencial total do elemento 
Vetor das forças nodais equivalentes do elemento 
Energia potencial total da estrutura 
Matriz de rigidez da estrutura 
Vetor das forças nodais equivalentes da estrutura 
Vetor que contém as coordenadas do nó ido elemento, 
em relação ao sistema global de referência 
Vetor que contém as coordenadas do nó i em relação 
ao sistema local do elemento 
[L] , [L*] , [MT] Matrizes de transformação 
{lx},{ly},{lz} Vetores que contém os cossenos diretores dosei-
xos ºx' Oy e Oz respectivamente, em relação ao 
sistema global 
Ãrea do elemento 
Vetor que contém os deslocamentos do no ido elemen 
to 
índice superior m - refere-se ao estado de membrana 
Índice superior f refere-se ao estado de flexão 
h Espessura do elemento 
v Coeficiente de Poisson 
(ç1 ,ç2 ,ç3 ) Coordenadas naturais 
E Módulo de elasticidade 
· {l~},{t;},{t;} Vetores que contém os cossenos diretores dosei-
xos O*x*, O*y* e O*z* respectivamente, em relação 
ao sistema global 
1 1 1 
ºx'.ºy'~xy 
02 02 ,..2 
x' y'"'xy 
M ,M ,M 
X y XY 
139. 
Variação de temperatura da face inferior do elemento 
Variação de temperatura da face superior do elemento 
Coeficiente de dilatação térmica 
Momentos que surgem no elemento em consequência 
da variação de temperatura 
Tensões que surgem no elemento em consequência 
da variação de temperatura 
Tensões no centro de gravidade da face superior 
elemento 
Tensões no centro de gravidade da face inferior 
elemento 
(i=l,2,3) Momentos nos nós do elemento 





MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR DAS FORÇAS NODAIS EQUIVALENTES DE UM 
ELEMENTO TRIANGULAR PARA FLEXÃO DE PLACAS COM NOVE DESLOCAMEN-
TOS NODAIS E TAMBtM DE UM ELEMENTO TRIANGULAR PARA ESTADO PLA-
NO DE TENSÕES, COM SEIS DESLOCAMENTOS NODAIS. 
Seja o· elemento indicado na figura B. l. Os deslo-


















aw = ay 
aw 
0 = --y ax 
(B .1) 
142. 
Considerando o campo de deslocamentos assumido pa-
ra w como definido em 2.27, e utilizando a formulação descrita 
no Capítulo I, obtém-se a matriz de rigidez [KfJ do elemento. 
Porém, acha-se mais conveniente em vez de explicitar os eleme~ 
tos de [Kf], exprimi-la como produto das matrizes [R], [L] e 
[L] t : 
onde [R] é a matriz de rigidez com relação aos "deslocamentos 
generalizados" e [L] é uma matriz de transformação dada por: 
1 o o o o o o o o 
o o o 1 o o o o o 
o o o o o o 1 o o 
o x21/2 Y21/2 o xl2/2 Y12/2 o o o 
[L] = o o o o -x23/2 -y2312 o o o ( B. 2) 
o -x31/2 -yl312 o o o o Xl3/2 Y13/2 
-1 -x21/2 -y21l2 1 xl2/2 Y12/2 o o o 
o o o -1 X23/2 Y23/2 1 X23/2 Y23/2 
1 -x13/2 -yl312 o o o -1 -xl3/2 -yl312 
144. 
Seja [H*] uma matriz simétrica tendo por elementos 
h * = [ 2 ( 2 2 ) 2 ( 2 2 ) 12 Y23 Y31 + vxl3 + x32 xl3 + VY31 + 
145. 
h21 = hi2 
hjl = hi3 
hj2 = h23 
sendo 
A matriz [R] 9x 9 é uma matriz simétrica, cujos ele-
mentos podem ser expressos em funções dos elementos de [H*] 
R44 = hj3 
R45 = R54 = -6 (2h23 + hj3l 
R46 = R64 = -6 (2hi3 + hj3l 
R47 = R74 = 26 (h23 - h* ) /3 13 
R48 = R84 = 26 (hi3 + hj3l/3 
R49 = R94 = -26 (h23 + hj3l/3 
R55 = 6(4h22 + 4h23 + hj3l 
R56 = R65 = 6(4hi2 + 2hi3 + 2h23 + hj3l 
R57 = ~5 = 26 (2hi2 + hi3 - 2h22 - h23l/3 
R58 = Ras = -26 <2hi2 + hi3 + 2h23 + hj3l/3 
R59 = R95 = 26 (2h22 + 3h23 + hj3l/3 
R66 = 6(4h*11 + 4hi3 + hj3l 
146. 
R67 = R76 = 21:i (2ht1 + ht3 - 2ht2 - h23l/3 
R68 = R86 = -21:i (2ht1 + 3ht3 + hj3l/3 
R69 = R96 = 21:i (2ht2 + h23 + 2ht3 + hj3l/3 
R77 = 21:i (hf1 - h* + 13 h* -22 h23 + hj3 - h* )/3 12 
R78 = R87 = 21:i (hj3 + 2h"'23 - h* 12 - h* 13 - h* ) /3 11 
R79 = R97 = 21:i (hj3 - h* -23 hi2 + 2h* -13 ht2l/3 
Raa = 21:i (hf1 + 3hf2 + 3ht3 + 9h22 + 9h23 + 
+ 3hj3l/3 
R89 = R98 = -21:i (Shf2 + 2h23 + 2ht3 + hj3l/3 
Rgg = 21:i (9ht1 + 3ht2 + 9ht3 + h22 + 3h23 + 
+ 3hj3l/3 
Os demais elementos da matriz [R] sao todos,.· nulos. 
O vetor das .forças nodais equivalentes do elemento, 
pode ser obtido através da equação 2.70. Para um carregamento 











4(7pl + 16p2 + 7p3) 
P1(5xl3 - 8x23> + 7p2(xl3 - 2x23) + P3(3xl3 - 8x23> 
(7pl + 7p2 + 16p3) 
P1( 3X23 + Sxl3) + P2(Sx23 + 3xl3) + ?p3(x23 + xl3) 
P1( 3Y23 + 5Y13l + P2< 5Y23 + 3Y13l + ?p3CY23 + Y13l 
(B.3) 
148. 
Seja Yz a componente do peso específico y segundo 
o eixo Oz(xOyz - sistema local do elemento). O vetor das for-
ças nodais equivalentes para o peso próprio será dado por: 
8 
x23 - 2xl3 
Y23 - 2Y13 
8 
{Qf} 
óyzh xl3 - 2x23 (B. 4) = 24 
Y13 - 2Y23 
8 
x23 + xl3 
Y23 + Y13 
No Capítulo II,considerou-se como deslocamentos no 
dais do no i (i = 1,2,3), os seguintes parâmetros: 
(B. 5) 
Para se obter a matriz de rigidez e o vetor das 
forças nodais equivalentes do elemento com relação aos desloca 
149. 
mentos nodais dados em (B.5), é necessário uma transformação de-
finida por: 
wi l o o w. l. 
0 o o l 1::1 i X. = (i=l,2,3) l. 
0 o -1 o ( ~;) i (B. 6) yi 










Fig. B. 2 
Adotado o campo de deslocamentos, para u e v como descrito nas~ 
ção 2.5,a matriz de rigidez [km]GxG com relação aos deslocamentoo 
dados em B.7 será: 
150. 
m 
kll = h(d11Y~3 + d33X~2l/46 
m 
h(d11Y23Y31 + d33X32Xl3)/46 kl2 = 
m 
kl3 = h(d11Y23Y12 + d33X32X21)/46 
m 
kl4 = h(d33X32Y23 + ª21X32Y23l/4õ 
m 
k15 = h (d33X32Y 31 + ª21X13Y23l/4õ 
m 
h(d33X32Y12 + ª21x21Y23l/4t. kl6 = 
m 
h(dlly~l + a 33xi3 )/46 k22 = 
m 
h(d11Y31Y12 + d33Xl3X21)/4 t. k23 = 
m 
k24 = h(d33X13Y23 + ª21X32Y31l/4t. 
m 
h(d33X13Y31 + ª21X13Y31l/4õ k2s = 
m 
h(d33X13Y12 + ª21X21Y31l/4t. k26 = 
m 
h(d11Yi2 + d33X~1l/4t. k33 = 
m 
k34 = h(d33X21Y23 + ª21X32Y12l/4t. 
m 
h(d33X21Y31 + ª21X13Y12l/4 t. k35 = 
m 
h(d33X21Y12 + ª21x21Y12l/4õ k36 = 
m 
h(d33Y~3 + ª22xj2l/4t. k44 = 
m 
h(d33Y23Y31 + d22X32Xl3)/4ó k45 = 
m 
k46 = h(d33Y23Y12 + d22X32X21)/4 t. 
m· 
kss = h(d33Y11 + ª22Xf3l/4 t. 
m 
k56 = h(d33Y31Y12 + d22xl3x21)/4 t. 
m 
k66 = h(d33Yf2 + d22x~l)/4 t. 
sendo 
dll = d22 = 








i = 1,2,3,4,5,6 
j = 1,2,3,4,5,6 
151. 
Sendo Yx e Yy as componentes de y segundo os eixos 
Ox, e Oy,respectivamente, o vetor das forças nodais equivalentes 
. ~ '--~..l 
para o peso próprio será dado por: 
llh 
3 (B. 8) 
152. . .
APENDICE C 
MANUAL DE ENTRADA DO PROGRAMA 
Número Número 
de or- de car Variável formato 
dem tões -
1 1 Título 45 colunas 
2 1 NP,NE,NMAT,NPDP,NDD,NCL,ITP,ISR 8Il0 
3 NMAT J, GAMA (J) ,POISS (j), YOUNG (J) Il0,2Fl0.2 
Fl0.0 
4 NP I,CORD(I,l)CORD(I,2),CORD(I,3) Il0,3Fl0.4 
5 Variá 
vel (no M,IX(M,l) ,IX(M,2) ,IX(M,3) ,IX(M,4), 5Il0,Fl0.4 máximo 
NE) THICK (M) 
6 NPDP NK (I) , LN ( I, 1) , LN ( I , 2) , LN ( I, 3) , 7I5 LN(I,4), LN (I ,5) ,LN (I ,6) 
7 NDD I, K, VDP 2I5,Fl0.4 
8 NP 16 ou ITIPO ( I) 16I5 
NP + 
16 1 
9 l ITC(J) 3Il0 
10 NP 8 ou p (J, K) 8Fl0.2 
NP + 
8 l 
11 l NPCC Il0 
12 NPCC J,P(J,K), P(J,K+l), P(J,K+2) Il0,3Fl0.2 
13 1 NEC Il0 




t.Úmero Número de Variável 
:!e or- cartões 
:!em 




16 1 ou 2 CDT (I) 
17 NE 8 ou 
NE 
P(N,K), P(N, K+l) 
8 + 1 
Comentárioss e Explicações 
1. Título com no máximo 45 caracteres alfanuméricos 
2. Informações gerais sobre a estrutura 
NP - numero de nos 
NE - número de elemento 
NMAT - numero de materiais diferentes 






NDD - numero de direções com deslocamentos prescritos nao nu-
los 
NCL - numero de casos de carregamento excluindo o peso pró-
prio 
ITP - variável que caracteriza o procedimento a ser adotado 
na formação da matriz de rigidez, podendo assumir os va 
lores -1, O ou 1 (ver subrotina FORMA), dependendo da 
154. 
estrutura a ser analisada. Será apresentado a segui~um quadro 
com os diferentes valores de ITP, e o tipo de estrutura recomen 
dável para cada valor. 
valor de estrutura re -ITP comendada 
-1 cascas 




ISR - Variável que caracteriza o sistema em relação ao qual 
serão fornecidos os deslocamentos prescritos (ver sub-
rotina FORMA), podendo assumir os valores O ou 1. 





numero que caracteriza o material 
peso específico 
coeficiente de Poisson 
módulo de elasticidade 
4. coordenadas dos nós da estrutura 
I número do nó 
CORD(I,l) ,CORD(I,2),CORD(I,3) - coordenadas do nó I em rela-
ção ao sistema global de re-
ferência. 
, ' / . \ 
. ··"' 
155. 
5. Incidências, materiais e espessura dos elementos 
M numero do elemento 
-IX(M,1) ,IX(M,2) e IX(M,3) - numeres dos nos do elemento M 
IX(M,4) número que caracteriza o material do elemento M 
A geraçao das incidências pode ser de forma semi-au 
temática (ver subrotina DADOS). 
6. NK - variável indexada cujos valores sao os números dos nós 
que possuem deslocamentos prescritos em pelo menos uma 
direção 
LN - variável indexada que caracteriza as direções com deslo 
camentos prescritos. 
LN(I,J) = 1 - nó NK(I) tem deslocamento prescrito na di 
reção J 
LN(I,J) = O - nó XIK(I) não tem deslocamento prescrito 
na direção J 




número do nó 
direção na qual se tem o deslocamento prescrito nao 
nulo 
VDP valor do deslocamento prescrito 
8. Tipo do nó 
!TIPO variável indexada que caracteriza o "tipo" do nó 
ITIPO(I)=l - no I é planar 
ITIPO(I)=0 - nó I e não planar 
156. 
9. Informações gerais sobre os carregamentos 
ITC variável indexada que caracteriza o tipo de carreg~ 
mento (ver quadro 3.1) 
10. Carregamento normal ao plano do elemento e linearmente vari 
ável 
P(J,K) valor da pressao no nó J; K é o número da coluna da 
matriz [P] 300xG' na qual serão armazenados os valo-
res das pressoes nos nós, sendo gerado automaticamen 
te pelo computador 
11. 12. Cargas concentradas 
NPCC - numero de nos com cargas concentradas 
J numero do no 
P (J ,K) ,P (J ,K+l) ,P (J+2) componentes da carga concentra-
da que atua em J, relativamente 
ao sistema de coordenadas em re 
lação ao qual serao calculados 
os deslocamentos do nó J. 
13.14.15. Carregamento constante em dois dos lados do elemento 
e outro linearmente variável, atuando normal a seu 
plano. 
NEC - número de elementos com carregamento uniforme a 
tuando em seus lados 
J - número do elemento 
P(J,K) - valor de fx (ver fig. 3.2a) 
P(J,K+l) valor de fy (ver fig. 3.2a) 
157. 
P(I,K+2) - valor da pressao no nó I. 
16.17. Variação de temperatura uniforme em cada elemento e li-
nearmente variável através de sua espessura 
CDT(I) - coeficiente de dilatação térmica do material I 
P(N,K),P(N,K+l) - variação de temperatura das faces su-
perior (z=h/2) e inferior (z= -h/2) 
respectivamente1 do elemento (fig.3.2b). 
Observações: 






b) No caso de se ter cargas atuando no plano do elemento ouva-
riação de temperatura, o número de elementos não pode ser su 
perior a 300. 
c) Os casos de carregamento devem ser escolhidos de tal forma 
que o número de colunas necessárias para armazená-los não ex 
ceda a seis (ver quadro 3.1). 
d) Se ITP =-1 ou ITP = O, os valores da variável ITIPO nao de-
vem ser fornecidos, pois nestes dois casos ela não tem o si~ 
158. 
nificado descrito no item 8, sendo seus valores gerados "con 
venientemente" pelo computador. 
e) Se for atribuído a GAMA o valor zero, a estrutura nao sera a 
nalisada submetida ao peso próprio; caso contrário, este se-
ra considerado como um caso de carregamento, podendo-se ain-
da ter mais dois dos casos descritos no quadro 3.1. 
f) Devido a generalidade do programa, torna-se impossível ser 
feita uma geração automática para obtenção das coordenadas 
dos nós da estrutura. Recomenda-se que para cada caso part~ 
cular seja feito um programa para a obtenção de tais coorde-
nadas, devendo a saída ser em cartões perfurados no FORMATO 
adequado para serem usados como dados de entrada do programa 
elaborado. Esta técnica foi utilizada com sucesso pelo au-
tor, para análise dos exemplos apresentados no Capítulo IV. 
g) No caso de utilizar-se a geração semi-automática de incidên 
cias, deve-se fornecer as características do último elemen-
to. 
159. 























C ESTA SUBROTINA TEM POR FINALIDADE LER E ESCREVER INFORMACOES SOBRE 
__ e_ __ _A_ESTRUl.URA ________________________ . ________________________ _ 
c ****************************************************************** 
c 
WRI TE ( 5-, 100) 
100 FORMAT(1Hl,9X,'*************************************************** 
*******~'****************************************** 1 //lOX,'COPPE/UF 
*RJ',61X,'PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL',//23X,'ANALISE DE CASCAS E 
•ESTRUTURAS LAMINARES PELO METOOO DOS ELEMENTOS FINITOS',//lOX,'SIL 









115 FORMAT(//lOX,'INFORMACOES SOBRE A ESTRUTURA',//) 
WRITE(S,120) NP,NE,~MAT,NPOP,!TP,ISR 
120 FORMAT(lOX,'NUMERO TOTAL DE N0S',33X,16,/lOX,'NUMERO lOTAL DE ELEM 
*ENTOS',27X,I6,/10X,'NUMERO TOTAL DE PRORPIEDADES ELASTICAS DIFEREN 
*TES 1 ,3X,I6,/10X, 'NUMERO TOTAL DE NOS COM DESLOCAMENTOS PRESCRITOS' 






130 FORMAT(6X,•PROPRIEOAOE•,9X,•PESD ESPECIFIC0 1 ,7X,'MOOULO OE ELASTIC 






145 FORMAT(//41X, 1 COORDENADAS DOS N0S',//10X,'N0',15X,'X',20X,'Y',20X,. 




155 FORMAT(//7X,•ELEMENT0•,17X,'NUMERO DOS NOS',14X,'PROPRIEDADE',9X,' 
*ESPESSURA' ,//J 
N=O 








185 WRITE(5,19Dl N,IIX(N,Il,I=l,4),THICK(Nl 
19.0. _fORJ'1ATL9X,_13,-13X.,_I3,_9X,-13..,9X", I3.,.L3X.,1.2.,lb.X,.F4-2L ___________ .. __ 
!F(N-Mll70,195,195 
195 IF(N-NE)l60,200,200 
200 READ18,205l INK(Il,(LN(I,Jl,J=l,6l,I=l,NPDP) 
205 FORMAT(715l 
WR!TE15,210J 
210 FORMAT(//lOX,'DESLOCAMENTOS PRESCRITOS 1 ,//lOX,'N0',6X, 1 DIRECAO l', 
*6X,'DIRECAO 2',6X,'DIRECAO 3',6X,'DIRECAO 4',6X,'DIRECAO 5 1 ,6X,'DI 




220 DO 225 1=1,NPDP 
DO 225 J=l,6 
225 BV ( I, J l =O. 
WRITE15,230l 
230 FORMAT(//lOX,'NOS COM DESLOCAMENTOS PRESCRITOS NAO NULOS EM PELO M 
*ENOS UMA DlRECAO',//lOX,'NUMERO DO N0•,1ox,•0IRECA0•,1ox,•vALOR DO 
* DESLOCAMENTO' l 





DO 250 J=l,NPDP 





















FORMAT(//10X,'N0',7X,'TIPO 00 ND',17X,'N0',7X,'TIPO DO NO',//) 








//STEP2 EXEC FORTGCL 





















285 FORMAT(//lOX,'INFORMACOES SOBRE O CARREGAMENTO',//) 
IF{NCL)300,295,300 
295 WRITEC5,155l 
155 FORMAT(//lOX,'A ESTRUTURA SERA CALCULADA SUBMETIDA APENAS AO PESO 
*PROPRIO' ,//l 
GOTO 160 
300 REAO(S,3051 CITC(Jl,J=l,NCLI 
305 FORMATC4!101 
K=J._ -- - --
00 150 II=l,NCL 
IF( ITC( l ! l-ll 110,105,110 
PRESSAO 
105 REAOCS,2051 (PCJ,Kl,J=l,NPI 
205 FORMAT(8Fl0.2l 
WRITE(5,2101 II 
210 FORMAT(lOX,'CARREGAMENTO N0.**********',14,//lOX,'CARREGAMENTO LIN 









00 100 I=l,NP 
00 100 J=Kl,K2 




225 FORMAT(//lOX,'CARREGAMENTO N0.**********',14,//lOX,•CARGAS CONCENT 
*RAOAS',//lOX,'NO',lOX,'FORCA X',lOX,'FORCA Y',lOX,'FORCA Z'l 













125 IF( ITC( II l-3)200, 130,200 
C PRESSAO E TAMBEM CARGAS ATUANDO NO PLANO DO ELEMENTO 
130 Kl=K+l 
DO 135 I=l,NE 






250 FORMAT(//lOX,'CARREGAMENTO NO.**********',I4,//lOX,•CARREGAMENTO C 
*ONSTANTE NO PLANO DO ELEMENT0',//10X,'ELEMENT0',13X,'FX',13X,'FY 1 1 






____ J;Rl.IE.! 5.,29.0.L ________________________________________________ . 







200 IF( ITC( II )-4) 150,310,150 
C VARIACAO DE TEMPERATURA 





185 FORMAT(//lOX,'CARREGAMENTO N0.**********',14,//lOX,•VARIACAO DE TE 
*MPERATURA 1 ,//10X,'ELEMENT0',10X,'FACE SUPERIOR',10X, 1 FACE INFERIOR 

















---- ~ $ 






*O 1 , POIS S ( 1 O 1 , Y OUNG ( 1 O 1 , B ( 160, 3 l , T H I C K 1 5 O O 1 , O E SNO ( 160 1 , A 116 O, 80 l , CD 




C ESTA SUBROTINA CALCULA O NUMERO OE BLOCOS E TAMBEM O PRIMEIRO E 
C ULTIMO NO OE CADA BLOCO 
e ****************************************************************** 
c 
LC( l l=IT!PO( lJ 
DO 100 !=2,NP 
100 LC< l l=LC( J-ll+IT IPO( I 1 
NBLOC=l 

















150 NFIRS( 11=1 
IFINBLOC-11155,165,155 
155 00 160 I=Z,NBLOC 
160 NFIRSI I l=NLAST( 1-ll+l 
165 WRITE(5,1701 NBLOC 
170 FORMAT(//lOX,'NUMERO DE BLOCOS',15,//1 
WR!TE(S,175) 





//LKEO.SYSLMOO DO DSN=CASC05{0EBLOl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=(OLO,KEEP) 
166. 




REAL LI l 8, 18 l 
DIMENSION NFIRS(25),NLAST(25l,Sl(6,6),S2(9,9l,S(l8,18J,TENS1(3,6l, 
*TENS2(9,9l,!TIP0(300),KP(6),KRl9l,LM(3),LC(3001,Clt18,3l,LJ(3J,X(3 
*,31,P(300,6l,Xl(3,31,X2(3 1 3) 
COMMON NP,NE,NPDP,1GL~,MBAND,NUMBL,AREA,NCAR,NCL,ITP,ITC(41,GAMA(l 
*O),POISS(lOl,YOUNG(lOJ,B(l60,31,THICK{500),DESND(l60l,A(l60,80),CO 
*RD(300,31,IX(500,4l,NK(l00),LN(l00,6J,ISR 1 NDD,BV(l00,6l,lD1,ID2,IO 
*3,CDT(lOl 
e ****************************************************************** 




DO 100 I=l,160 
DO 100 K=l,3 
B(I,K)=O. 
DO 100 J=l,80 
100 A( I ,J )=O. 
12=0 
ICBLO=O 









DO 165 N=l,NE 
DO 135 l=l,3 




GD TO 165 
C TESTAR SE A MATRIZ OE RIGIDEZ DO ELEMENTO JA FOI CALCULADA 
140 Il=N 
IF(N-121165,165,145 
C CALCULO DAS COORDENADAS DOS NOS DO ELEMENTO EM RELACAO AD SISTEMA 
C LOCAL 
145 CALL TRANS(l,N,Xl) 
DO 190 1=1, 3 
DO 190 J=l,3 
190 X2(J,ll=Xl(J,I)-Xl1J,1) 
DO 22.5 I=l, 3 
167 
DO 225 J=l,3 
X{I,Jl=O. 
DO 225 K=l,3 














C ESPALHAMENTO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO NA MATRIZ OE RIGIDEZ 
C DA ESTRUTURA 
N4=0 




____ _[)Q _J_ 70_N3~J.,J,12_ __ -- _________ -- __ -- _ ·-- ·-- -- _ -- ___ -- _ ·- _ -- __ . 
N4=N4+1 
NN=N3-KS 
DO 170 JJ=l,NCAR 
B(NN,JJJ=B(NN,JJ)+Cl(N4,JJJ 
170 CONTINUE 








DO 160 I=l,3 
K!=IX(N,I) 
Nl=6-ITJPO{KIJ 
DO 160 Kl=l,Nl 
II=LM(Il+Kl-KS 
KK=LJ(l)+Kl 
DO 160 J=l,3 
KJ=IX(N,J) 
NZ=6-ITIPO(KJ) 














220 00 260 M=NI,NFl 
IF(M-NPl230,230,260 














_ .. __ ..GD.TO. 2 90 ______________________ - ________ . - ____ _ 
280 VD=BVCI,K) 
C INTRODUCAO DOS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS 
290 CALL DESPRIJ,VD) 
800 CONTINUE 
260 CONTINUE 
C GRAVAR A MATRIZ DE RIGIDEZ NO DISCO MAGNETICD 





C PASSAR OS ELEMENTOS DO BLOCO INFERIOR PARA O SUPERIOR 
DO 175 K=l,NLINl 
Nl=NLIN+K 
DO 205 J=l,NCAR 
205 BCK,J)=B(Nl,Jl 
DO 175 M=l,80 
A(K,MJ=A(Nl,MJ 
175 CONTINUE 
C ZERAR O BLOCO INFERIOR 
Nl=NLINl+l 
DO 180 K=Nl,160 
DO 180 J=l,NCAR 
BCK,JJ=O. 







//LKED.SYSLMOD 0D DSN=CASC05(RIGESJ,UN!T=2314, 
// VOL=SER=L!XOOl,DISP=(OLD,KEEP) 
170. 
//STEP5 EXEC FORTGCL 
//FORT.SYSIN DO* 
SUBROUTINE TRANS(L,N,Xll 
REAL L( 18, 18 l 
DIMENSION Xl!3,31 
( ., -.\ 
"-·- j 
COMMON NP,NE,NPDP,NGLN,MBAND,NUMBL,AREA,NCAR,NCL,ITP,ITCl41,GAMAl1 





C ESTA SUBROTINA FORMA A MATRIZ DE TRANSFORMACAD 00 SISTEMA LOCAL 
C DO ELEMENTO PARA O SISTEMA GLOBAL 
e ****************************************************************** 
e 
DO 200 I=l,3 
JJ=IXIN,IJ 
Xl( 1, I l=CORD(JJ, ll 






_____ X 12"'-X_l LL,_ LI =XJ. Ll,._2J _____________________________ _ 
f* 
X32=Xl ( 1,31-Xll 1,21 
DO 210 I=l,6 













L( Z, 2 l =L ( 1, ll *L< 3, 3 1-L ( 1, 3) *L< 3, lJ 
L(3,ZJ=Lll,3)*L(2,ll-L(l,ll*Ll2,3) 
DO 220 I=l,3 




//LKED.SYSLMOD DO DSN=CASC051TRANSJ,UNIT~Z314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=(OLD,KEEP) 
-' 1 ) 
//STEP6 EXEC FORTGCL 





*O l , POIS S ( 1 O l , Y O UNG ( 1 O l , B ( 160, 3 l , TH I C K ( 5 O O l , DE SNO ( 160 l , A ( 16 O, 8 O) , CD 




C ESTA SUBROTINA FORMA A MATRIZ OE RIGIDEZ E DE TENSAO DE UM ELEMEN-













-- ___ _BL{2,3)=0 •. ------------------
81(2,4l=Xl3*A2 
81(2,5)=0. 







C MATRIZ DE ELASTICIDADE 
L=IX<N,4) 












D ( 3, 3 1 = ( R * ( 1. -C l l / 2. 
C MATRIZ DE TENSAO 
172. 
I* 
DO 100 I=l,3 
DO 100 J=l,6 
DBCI,Jl=O. 
DO 100 K=l,3 
100 D8( I,Jl=DB( I ,J )+D( I,K l*Bl(K,J) 
DO 115 1=1,6 
DO 115 J=l,6 
RIG(l,J)=O. 
DO 115 K=l,3 
115 RIG( I,J J=R!G( I,J )+Bl(K, I )*DBCK,Jl 
DO 120 I=l,6 













*3, 3 l , S ( 9, 9 l 
c 
COMMON NP,NE,NPDP,NGLN,MBAND,NUMBL,AREA,NCAR,NCL,ITP,ITC(4l,GAMA(l 




C ESTA SUBROTINA FORMA A MATRIZ OE RIGIDEZ E DE TENSAO DE UM ELEMEN-












T(3~3Jcs.2.*I Xl3*.Y23+X32*-'l'3_lJ_l-1lL _______ _ 











C CALCULO DA MATRIZ D*T 
DO 100 1=1,3 
DO 100 J=l,3 
DT(I,Jl=O. 
DO 1oo·K=l,3 
l O O DT I I , J l = D T ( I , J l + D ( I , K l * T ( K, J l 
C CALCULO DA MATRIZ T'*D*T 
00 110 I=l,3 
DO 110 J=l,3 
HI I,Jl=O. 
DO 110 K=l,3 
110 H( I,Jl=H( 1,J)+T(K,I l*DT(K,J) 




DO 115 J= 1, 9 







DO 120 K=l,2 
DO 120 1=1,3 
IJ=3*K+I 












F I l 1,.9 .l.=_-,6. ______________________ . ______________________ -· _ 
FI(8,8l=6. 
FI(9,8l=2. 
F I l 9, 9 l =- 2 • 
DO 125 IK=l,3 
Jl=3*l lK-l l 
DO 125 I=l,3 
DO 125 J=l,9 
Il=Jl+I 
T(ll,Jl=O. 
DO 125 K=l,3 
Kl=Jl+K 
125 T( [1,Jl=Tl Il,Jl+DTI I,Kl*FHKl,Jl 
DO 130 I=l,9 
DO 130 J=l,9 
130 U(l,Jl=O. 

































DO 135 I=l,9 
175. 
_____ DQ -135 _JE-L, 9 _________________ - __ - - - ___ - - - - - - - -- - -
S( I,J l=O. 
DO 135 K=l,9 
135 S( I,J l=S( I ,J l +T( I ,K l*U(K,J} 
DO 330 I=l,9 
DO 330 J=l,9 


























R!G(8 1 9l={2.*AREA*(-5.*H(l,2)-2.*H(2,3l-2.*Hll,3l-H13,3lll/3. 
RIG(9 1 9)=(2.*AREA*(9.*Hll,ll+3.*H!l,2l+9.*Hll,3l+H(2,2l+3.*Hl2,3)+ 
*3.l<H(3,3)J 1/3. 
DO 340 1=1,9 
00 340 J=l,9 
340 RIG(J,I)=RIG(I,Jl 
DO 390 I=l,9 
DO 390 J=l,9 
SK( I ,J )=O. 
00 390 K=l,9 
390 SK(l,Jl=RIG(l,Kl*U!K,Jl+SK!I,Jl 
DO 400 I = 1, 9 
DO 400 J=l,9 
RIG( I ,J l=O. 




//LKEO.SYSLMOO DO OSN=CASC05(MRIT9l,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=(OLD,KEEPl 
177. 













C ESTA SUBROTINA TEM POR FINALIDADE FORMAR A MATRIZ DE RIGIDEZ DO 











DO 100 1=1,18 




DISTRIBUIR OS ELEMENTOS DE Sl E S2 EM SM 
DO 105 K=l,6 
1'\cc_K.P_ LK 1 
DO 1D5 I=l,6 
J=KPIIJ 
SMCM,Jl=Sl(K,II 
DO 110 K=l,9 
M=KR(K) 




INTRODUCAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ 













SM( 18, 18J=R2 
DO 115 1=1,3 
ASSOCIADOS A ROTACAO SEGUN-
178. 
IF(ITP)800,120,830 
800 DO 810 J=l,NPOP 








865 IF{ ISRl 120,145,120 
145 KK=IX(N,ll 
IF{!TIPO(KK)-1)130,135,130 









C FORMACAO DA MATRIZ OE TRANSFORMACAO 00 SISTEMA LOCAL DO ELEMENTO 
C PARA O SISTEMA LOCAL TANGENTE 
120 NEL=O 
00 325 11=1,6 
DO 325 JJ=l,6 
325 Ll( II,JJJ=O. 




DO 326 11=1,6 
DO 326 Jl=l,6 
326 L2(Il,Jll=L{ll,Jll 
Al=L2{ 3, ll 
A2=l2{3,2) 
A3=L2{3,3) 
DO 330 J=l,NE 
DO 330 K=l,3 
IF{IX{J,K)-IX(N,Ill330,335,330 
335 NEL=NEL+l 
DO 340 Il=l,3 
JJ=IX{J,Il) 
X2{ 1, II l=CORD{ JJ., ll 
X2{2,Ill=CORD(JJ,2l 
340 X2(3,II)=CORD{JJ,3) 


























Ll( 1, 3)=ALFA1 
Ll(Z,3l=ALFAZ 
Lll 3, 3l=ALFA3 
GOTO 365 






















L l( 3, 3) =ALFA3 
365 DO 370 I!=l,3 
DO 370 JJ=l,3 
370 Ll(ll+3,JJ+3l=Ll(II,JJJ 
DO 3 7 5 II= 1, 6 
00 375 JJ=l,6 
LlII,JJl=O. 




C FORMACAO DA MATRIZ DE TRANSFORMACAO DO SISTEMA LOCAL DO ELEMENTO 
C PARA O SISTEMA LOCAL PLANAR 
135 DO 140 J=l,NE 




DO 155 I 1=2, 3 
I3=Il-l 
DO 155 12=1, 3 
Jl=IX(J, Il) 
155 X2112, !3)=CORDIJ1, 12)-CORD(J2,12l 
CALL TRANSIL,N,Xll 
Al=L13,ll 
A2=LI 3, 2) 
A3=L13,3) 
DO 160 11=1,3 
DO 160 Jl=l,2 
X(Il,Jl)=O. 




____ -53.Z=SQRL( A32*-*2-+B32*-''.2 L _______________________________________ _ 
DO 165 Il=l,6 
DO 165 Jl=l,6 
165 LI 11-,Jll=O. 
l(l,l)=A32/S32 
LI 1, 2 )=B32/S32 
L(2,ll=-B32/S32 
Ll2,2)=A32/S32 
LI 3, 3 l=l. 
DO 170 Il=l,3 ºº 170 Jl=l,3 
170 Llll+3,Jl+3l=L(Il,Jll 
C ARMAZENAR OS ELEMENTOS DA MATRIZ L NA MATRIZ MT 
175 DO 315 II=l,6 
DO 315 JJ=l,6 




C CALCULO DO PRODUTO MT.SM.MT' 
DO 185 Il=l,18 
00 185 Jl=l,18 
S111,Jll=O. 
DO 185 Kl=l,18 
185 S(Il,Jl)=S(Il,Jl)+MTIIl,Kll*SMIKl,Jll 
DO 190 Il=l,18 
- ---~. 
DO 190 Jl=l,18 
SM( 11,Jll=O. 
















ELIMINACAD DAS LINHAS E COLUNAS DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DAS LINHAS 
DO VETOR DAS FORCAS NODAIS EQUIVALENTES,CORRESPONDENTES AO SEXTO 






GD TO 230 
220 IC=l 
230 Il=ll+IC 
______ J lc=l6.:t-LC __ 
DO 235 JJ=6, 11 
DO 235 II=l,18 
235 SM(II,JJ)=SMCII,JJ+ll 
DO 240 JJ=Il,Jl 
KK=JJ+2-IC 
DO 240 II=l,18 
240 SMlIÍ,JJl=SM(II,KKl 
DO 245 JJ=l,Jl 
DO 245 II=6, 11 
245 SM(ll,JJl=SM(II+l,JJJ 
DO 250 JJ=l,Jl 
DO 250 II=Il,Jl 
KK=Il+2-IC 
250 SM(Il,JJl=SM(KK,JJl 
00 275 Il=6, 10 




DO 290 1!=11,Il 
JJ=II+2-IC 





182. .,. ; 
255 DO 265 JJ=12,17 
DO 265 II=l,18 
265 SM(Il,JJl=SM(Il,JJ+ll 
DO 270 JJ=l,17 
DO 270 !1=12,17 
270 SM(II,JJ)=SM(ll+l,JJ) 
DO 295 II=12, 17 





//LKED.SYSLMOD DO DSN=CASC05(FORMAl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=(OLD,KEEPl 
//STEP9 EXEC FORTGCL 




*D J , PO 1 S S ( 1 O) , YOUN G 1 1 O l , B 1 16 O, 3) , TH I C K ( 5 00 ) , D E SNO ( 16 O ) , A ( 16 O, 8 O l , CO 









DO 150 M=2,MBAND 
K=N-M+l 
IF!Kl135,135,130 





140 DO 160 J=l,NCAR 
160 B(K,Jl=BIK,Jl-A(N,Ml*VD 








//LKED.SYSLMDO DO OSN=CASC051DESPRl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,OISP=IOLD,KEEPl 
184. 




REAL L( 18, 18) 
OIMENSION Cl(18,3l,C2(16J,P(300,6l 
COMMON NP,NE,NPOP,NGLN,MBAND,NUMBL,AREA,NCAR,NCL,ITP,ITC(4l,GAMA(l 








DO 200 KK=l,18 








_____ -1ELNCLJ_2.15., 33.0 ,2.15 _____ ··- ________________________________ _ 






























DO 100 J=l.,Nl 






105 DO 110 J=l,Nl 






115 DO 120 J=l,Nl 



















































//LKEO.SYSLMOD 00 DSN=CASC05(FVT1Nl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=(OLD,KEEP} 
//STEPll EXEC FORTGCL 
//FORT.SYSIN DD * 
SUBROUTINE TINPP(GX,GY,GZ,Xl3,X23,Y13,Y23,TH,C2,Ll 









C ESTA SUBROTINA FORMA O VETOR DAS CARGAS NODAIS EQUIVALENTES PARA 























DO 100 I=l,18 
C21 I l=O. 
DO 100 K=l,18 
100 C21 ll=C2( Il+LI I,Kl*QlK) 
RETURN 
END 
//LKEO.SYSLMOD DO DSN=CASC05(TINPPl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXDOl,D!SP=lOLD,KEEPl 
188. 
//STEP12 EXEC FORTGCL 







*ROi 300, 31, IX( 500,4) ,NK( 1001,LN( 100,6) ,ISR,NDD,BV( 100,61 ,101,1D2, 10 
*3,CDT( 10) 
e ****************************************************************** 
C ESTA SUBROTINA FORMA O VETOR DAS FORCAS NODAIS EQUIVALENTES PARA 






DO 100 l=l, 18 

















DO 110 I=l,18 
C2(1l=O. 
DO 110 K=l,18 
110 C2( I l=C2( I J+L( 1,Kl*Q(KJ 
RETURN 
END 
//LKEO.SYSLMOD DO DSN=CASC05(TINVLJ,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,OISP=(OLD,KEEPl 
189. 
//STEP13 EXEC FORTGCL 











REAL Lt 18, 18) 
DIMENSIDN Q(18),C2(18l 
COMMON NP,NE,NPDP,NGLN,MBAND,NUMBL,AREA,NCAR,NCL,ITP,ITC(4),GAMA(l 




ESTA SUBROTINA CALCULA O VETOR DAS FORCAS NODAIS EQUIVALENTES 




























DO 100 1=1,18 
CZ(Il=O. 
DO 100 K=l,18 
CZ t I l =CZ t I 1 +LI I, K) *O t K l 
RETURN 
END 
//LKEO.SYSLMOO DO DSN=CASC05(TEMPEl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXDOl,DISP=(OLO,KEEP) 
190. 





*O l , POIS S ( l O l , YOUNG ( l O l , B ( 160, 3 l , T H I C K ( 5 O O l , D E SNO ( 16 O l , A ( 160 , 80 l , CO 
*RD ( 30 O , 3 1 , IX ( 500, 4 J , N K ( 100 l , LN ( 100, ó l , I SR, NDD, B V ( 1 O O, ó l , I D 1, I D2, l D 
*3-,CDT( 10) 
e ****************************************************************** 
C ESTA SUBROTINA RESOLVE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES PELO METODO 














102:sl:+80*/\IB. _____ .. ________________________________ _ 
DO 110 N=l,NN 
NM=N+NN 
DO 105 I I=l,NCAR 
B ( N, I I l = B ( NM, I I l 
105 B(NM,Ill=O. 




C LEITURA DO BLOCO NO DISCO MAGNETICO 
115 READ(20'I02l ((B(N,IIl,!I=l,3l,(A(N,Ml,M=l,80),N=NL,NHl 
IF(NBll20,100,120 
C TRIANGULARIZACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ 
120 DO 155 N=l,NN 
IF(A(N,1))125,155,125 
125 DO 130 II=l,NCAR 
130 B(N,lll=B(N,Ill/A(N,ll 





























I D l = 1 + ( NB-1) *40 
GRAVAR NO DISCO MAGNETICO O BLOCO TRANSFORMADO 
191. 
WRITE( 10' IDll ( ( B(N, II), I !=l,NCARl, {A(N,Ml ,M=2,MMl ,N=l,NN) 
GOTO 100 
OBTENCAO DOS VALORES DAS INCOGNITAS 
NBl=NBl-1 
IK=l+NB1*40 
DO 180 M=l,NN 
N=NN+l-M 
DO 170 K=2,MM 
L=N+K-1 
DO 170 11=1,NCAR 
B(N,IIJ=B(N,!Il-A(N,K)*B!L,Ill 
NM=N+NN 
DO 175 IA=l,NCAR 
B(NM, IA)=B(N, IAl 
00 180 IR=l,NCAR 
N I = 1 R*NUMBL- IT 






GO TO 165 
ARMAZENAR OS VALORES DAS [NCOGNITAS EM UM VETOR COLUNA 
K=O 
I=NUMBL*NCAR 
00 195 J=l,1 










//STEP15 EXEC FORTGCL 













C ESTA SUBROTINA CALCULA OS MOMENTOS E TENSOES NO CENTRO DE GRAVI-




00 300 N=l,NE 
TH=THICK(N) 
DO 120 K=L,NCAR 
DES116,Kl=O. 
DESll 12,K )=O • 
. -· -· __ OE.S.1L18,K L=O .• _____________ ·- ... ________________ - ____ _ 
J=O 





I F ( IT I P D ( I J ) -1 l 11 O, 1 O O, 11 O 











I F ( IT I PO ( I 1 l -1 ) l 7 5, 12 5, l 7 5 
125 IF(ITIPO( 12)-11135,130,135 
130 Ll=O 
GO TO 140 
.135 Ll=l 




155 DO 160 1=1,5 
DO 160 K=l,NCAR 
160 DES11l,K)=OES2ll,Kl 
Jl=lO+ll 
DO 165 1=6,Jl 




00 170 I=Jl,J2 
M=I+2-Ll 
00 170 K=l,NCAR 
170 OES11M,K)=OES211,Kl 
GOTO 235 
175 IF(ITIPO( 12)-11210,180,210 




195 DO 200 1=1,11 
DO 200 K=l,NCAR 
200 OES1<1,K)=DES2ll,Kl 
193. 
____ _Do_ _2Q5 __ lc' 12-,.JJ. -- -- _______ -- --- _ -- -- ______ --- -- __ -- _ -- ____ -- -- _ --
00 205 K=l,NCAR 
205 DESll I+l,Kl=OES2( I,Kl 
GOTO 235 




225 DO 230 1=1,Jl 
DO 230 K=l,NCAR 
230 DES1(1,Kl=DES2ll,Kl 
235 ID3=3*N-2 
R E AD l 30' I D 3 ) ( 1 M T l I , J l , J = l , 18 l , 1 = 1, 18 l , ( 1 TENS 1 1 I , J J , J= 1 , 6 l , 1 = 1, 3 l • 
*( (TENS2( I,Jl,J=l,9),1=1,9) 
DO 240 1=1,18 
DO 240 J=l,NCAR 
DES211,Jl=O. 
DO 240 K=l,18 
240 DES211,Jl=OES21 I,Jl+MTIK,1 l*DESl(K,Jl 
00 245 1=1,6 
J=KP(ll 
DO 245 K=l,NCAR 
245 Olll,Kl=DES21J,Kl 
DO 250 1=1,9 
J=KRIIJ 
DO 250 K=l,NCAR 
194. 
250 021I,Kl=DES21J,K) 
DO 255 I=l,9 
DO 255 J=l,NCAR 
XMII,Jl=O. 
DO 255 K=l,9 
255 XM(l,Jl=XM(l,J)+TENS2(I,Kl*D2(K,Jl 
DO 260 I=l,3 
DO 260 J=l,NCAR 
XT(l,Jl=O. 
DO 260 K=l,6 
260 XT(I,Jl=XT(I,Jl+TENSl(I,Kl*Dl(K,Jl 
C CALCULO DOS MOMENTOS NO CENTRO DE GRAVIDADE DO ELEMENTO 
DO 265 I=l,NCAR 
XX(Il=(XM(l,IJ+XMl4,ll+XM(7,Ill/3. 
YY(I)=(XM(2,ll+XM(5,ll+XM(8,I)J/3. 
265 XY(I)=(XM(3,ll+XM(6,!l+XM(9,Il l/3. 
C CALCULO DAS TENSOES 
DO 270 I=l,NCAR 
SIGMA( 1, I l=XT< 1, I )+(6.*XX( I l/TH**2l 
S!GMA(2,I)=XT(2,1)+(6.*YY(Il/TH**2l 
SIGMA(3, I l=XT( 3, I )-( 6.*XY( I I/TH**2) 





_____ DO. 32.0 _J= L, NCAIL _________________________ . ________ _ 
II=KKK 
VETOR(Il,ll=XX(Jl 
VETOR( I l+l, l l=YY(J l 
VETOR ( II +2, 1 l =XY ( J l 









DO 325 J=l,NCAR 
WRITE15,330l J 
330 FORMAT(//20X,'CARREGAMENTO N0.******************************',131 
WRITE(5,275l 
275 FORMAT(//7X,'ELEMENT0',12X,'MOMENTO X',lOX,'MOMENTO Y',lOX,•MOMENT 
*O X Y' l 









285 FORMATl//50X,'TENSOES NA FACE Z=+H/2 1 ,//SX, 1 ELEMENTO ',lOX,'TEN 
*SAO X',12X,'TENSAO Y',12X,'TENSAO XY',12X, 1 SIGMA 1',12X,'SIGMA 2', 
*llX,' ALFA' l 
00 340 N=l;NE 
Il=3*!N-ll*NCAR+3*J-2 
I2=Il+2 











290 FORMAT(//50X, 1 TENSOES NA FACE Z=-H/2 1 ,//SX,' ELEMENTO •,1ox,•TEN 
*SAO X',12X, 1 TENSAO Y',12X,'TENSAO XY',12X,'SIGMA 1',12X,'SIGMA 2', 
*llX,'ALFA'l 
DO 345 N=l,NE 
Il=3*(N-ll*NCAR+3•J-2 
IZ=Il+Z 











//LKEO.SYSLMOO DO OSN=CASC05(CTENSl,UNIT=2314, 
// VOL=SER=LIXOOl,DISP=COLO,KEEPJ 
196. 









DATA KP/1,2,7,8,13 1 14/,KR/3,4,5,9,10,11,15,16,17/ 




C PROGRAMA PRINCIPAL 
c ****************************************************************** 
c 
CALL DADOS I IT IPO 1 
CALL CARGA!P) 
IFI ITPI 100,110,120 
100 DO 105 I=l,NP 
105 ITIPO{J).=O 
GO TO 120 
110 DO 115 I=l,NP 
115 IT IPOI l J=l 
120 CALL· OEBLO!NFIRS,NLAST ,LC;ITl'Pô,NBLOC-l - - - - - - - - -- -· -
C CALCULO DA LARGURA DE BANDA 
JK=O 
DO 145 N=l,NE 
DO 145 l=l, 3 
DO 145 J=l,3 
ll=IXIN,11 
Jl=IX!N,JI 











150 FORMATl//lOX,'LARGURA DA BANDA',110,//l 
CALL RIGESILC,ITIPO,NLAST,NFIRS,NBLOC,KP,KR,P) 






.-- . ,.,, 
... ,,,..,, .. / 
160 CALL RESOL 
C IMPRESSAO 005 DESLOCAMENTOS 
00 190 IC=l,NCAR 
WR!TE(5,165l IC 
197. 
165 FORMAT(//30X,'CARREGAMENTO N0.•••••••••••••••••••••,13,//lX,'N0',6 
*X,'DESLOCAMENTO X',6X,'0ESLOCAMENTO Y',6X, 1 0ESLOCAMENTO Z',8X,'ROT 
*ACAO X',8X,'ROTACAO Y',8X,'ROTACAO Z',//l 
1• 




I F ( lT I PO I N ) -1 J 180, 1 70, l 8 O 
170 WRITEIS,1751 N,IDESNO(Jl,J=Nl,N2l 
175 FORMATII3,4E20.7,El7.7) 
GOTO 190 






//LKED.SYSLIB DO DSN=SYSl.FORTLIB,OJSP=SHR 
li DD DSN=CASC05,DISP=OLD,UN!T=2314,VOL=SER=LIX001 
//·LKEO.SYSLMOD 00 OSNAME=C·AS-C·õ6-(Mt.IN1,0ISP=(~E-W-,KEE"P,DEt1::-TE-), -- - -
// VOL=SER=l!X001,UNIT=2314,SPACE=(l024,(50,50,l)l,LABEL=RETP0=30, 
// OCB=BLKSIZE=l024 















//GO.FTlOFOOl 00 DSN=&ERS1,UNIT=SYSDA,SPACE=(664,llOOO,ll,RLSEl 
//GO.FT20F001 00 OSN=E&RT2,UNIT=SYSDA,SPACE={332,!1800,ll,RLSE) 
//GO.FT30F001 00 OSN=&EXX3,UNIT=SYSDA,SPACE=l564~(1500,1),RLSE) 
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